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Die  leitenden  Gesichtspunkte. 

1.  Eine  prinzipiell  strenge  Darstellung  hat  erst  für  den 
^'  weiter    Fortgeschrittenen  AVert.     Dem    Anfänger    ist 

besser  gedient  mit  einer  Behandlung,  welche  die 
verschiedenen  Seiten  des  Stoffes  zur  Geltung 
bringt.  Demgemäß  ist  die  „Projektive  Geometrie" 
nicht  rein  vom  Standpunkte  der  Geometrie  der  Lage 
aus  durchgeführt,  sondern  es  wird  auch  der  Begriff 
des  Doppelverhältnisses  benutzt.  Viele  Beweise  lassen 
sich  dann  auch  einfacher  durchführen  als  bei  der 
rein  konstruierenden  Methode. 

2.  Auf  anschauliche  Konstruktionen,  sowie  konstruktive 
Durchführung  der  Figuren  xmd  Aufgaben  ist  jedoch 
ein  Hauptgewicht  gelegt. 

3.  Die  Eaumgeometrie  ist  prinzipiell  von  der  ebenen 
Geometiie  nicht  zu  trennen.  Denn  die  neuere  Geo- 
metrie soll  insbesondere  auch  das  Anschauungsver- 
mögen  ausbilden.  Dies  ist  schon  erforderlich  für  die 
Figuren  der  ebenen  Geometrie,  um  die  Strahlen, 
Punkte  usw.  bei  ihrer  Bewegung  zu  verfolgen. 

4.  Für  gewisse  Begriffe  und  Beweise  muß  auf  die  ana- 
lytische Geometrie  verwiesen  werden,  so  z.  B.  bei 
der  Ordnung  und  Klasse  einer  Kurve.  Ebenso  er- 
bringt erst  die  Rechnung  die  Beweise,  daß  die  durch 
projektive  Grundgebilde  erzeugten  neuen  Gebilde  die 
allgemeinen  ihrer  Art  sind. 

5.  In  dem  zu  Gebote  stehenden  Raum  konnten  nur  die 
wichtigsten  und  in  erster  Linie  die  projektiven  Eigen- 
schaften zur  Sprache  kommen.  Metrische  Beziehungen 
bei  Kegelschnitten,  die  Kreispunkte,  Brennpunkts- 
eigenschaften usw.  finden  ihre  Behandlung  ohnedies 
passender  in  der  analytischen  Geometrie. 


I.  Abschnitt 
Die  Perspektive  Beziehung  der  Grundgcbilde. 


§  1.    Die  Grundgebilde. 

1.  Die  projektive  (neuere,  synthetische)  Geometrie 
wurde  nach  mancherlei  Ansätzen  aus  früherer  Zeit  in 
der  ersten  Hälfte  des  19.  Jahrhunderts  zu  einem  System 
ausgebaut  und  zwar  in  Frankreich  durch  Poncelet 
und  Chasles,  in  Deutschland  durch  Möbius,  Plücker 
und  namentlich  durch  Steiner  und  v.  Staudt.  Von 
der  Geometrie  der  Alten  unterscheidet  sich  die  neuere 
Geometrie  vor  allem  dadurch,  daß  sie  von  gewissen 
einfachen  „Grundgebilden"  ausgeht  und  aus  ihnen  in 
einheitlicher,  systematischer  Weise  alle  übrigen  geo- 
metrischen Gebilde  ableitet. 

Die  Grundgebilde  erster  Stufe. 

2.  Die  „Elemente"  der  Geometrie  sind  der  Punkt, 
die  Ebene  und  die  Gerade.  Diese  letztere  nennen  wir 
Strahl,  wenn  sie  bloß  als  Ganzes  betrachtet  wird.  Aus 
diesen  drei  Elementen  werden  die  Grundgebilde  der 
neueren  Geometrie  in  folgender  Weise  zusammengesetzt. 
Denken  wir  uns  eine  unbegrenzte  Gerade  g,  so  enthält 
dieselbe  unendlich  viele  Punkte,  die  wir  uns  auf  ihr 
aufgereiht  denken,  etwa  wie  Perlen  auf  o'ner  gerade 
gespannten  Schnur,  Die  Gerade,  aufgefaßt  als  Inbegriff 
aller  ihrer  Punkte,  bezeichnen  wir  als  gerade  PunktreÜlQ 
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oder  kurz  als  Punktreihe.  Weil  die  Punkte  auf  der  Ge- 
raden angeordnet  sind,  nennen  wir  die  Gerade  den  Träger 
der  Punktreihe.  Das  erzeugende  Element  der  Punktreihe 
ist  also  der  Punkt. 

Durch  eine  Gerade  kann  man  unendlich  viele 
Ebenen  legen,  annäherungsweise  wie  die  Blätter  eines 
aufgeschlagenen  Buches.  Die  Gesamtheit  der  Ebenen, 
die  durch  eine  Gerade  liindurchgehen,  nennen  wir  einen 
Ebenenbüschel. 

Die  Gerade  heißt  der  Träger  oder  die  Achse  des 
Ebenenbüschels.  Als  erzeugendes  Element  dient  in  diesem 
Falle  die  Ebene. 

Nehmen  wir  endlich  eine  Ebene  e  und  in  ihr  einen 
Punkt  S,  so  können  wir  in  dieser  Ebene  unendlich  viele 
Gerade  oder  Strahlen  ziehen,  die  überdies  durch  S  gehen, 
ähnlich  me  die  Speichen  eines  Rades.  Den  Inbegriff 
aller  dieser  Strahlen  nennt  man  einen  Strahlcnbüschel. 
Der  Punkt  S  heißt  der  Mittelpunkt  des  Büschels.  Als 
erzeugendes  Element  ist  hier  die  Gerade,  d.  h.  der  Strahl, 
verwendet. 

Die  Punktreihe,  der  Ebenenbüschel  und  der  Strahlen- 
büschel heißen  die  Grundgebilde  erster  Stufe  oder  die 
einförmigen  Gnmdgebilde. 

Die  Grundgebilde  zweiter  Stufe. 

3.  Gehen  wir  aus  von  einem  Punkte  S  im  Räume, 
80  gibt  es  durch  ihn  unendlich  viele  Strahlen  und 
Ebenen.  Den  Inbegriff  alier  dieser  Elemente  bezeichnen 
wir  als  Bündel  und  zwar  als  Strahlen b und  el  oder 
Ebenenbündel,  je  nachdem  Avir  Strahlen  oder  Ebenen 
als  Elemente  wählen.  Der  Pimkt  S  heißt  der  Mittel- 
punkt des  Bündels.  Eine  Ebene  des  Strahlenbündols  S 
wd  erzeugt   durch  die  Strahlen  des  SUamcnbüscliels, 
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der  in  dieser  Ebene  liegt  und  S  zum  Mittelpunkt  hat. 
Im  Ebenenbündel  dagegen  ist  jeder  Strahl  aufzufassen 
als  Achse  eines  Ebenenbüschels,  dessen  Ebenen  sämt- 
lich dem  Bündel  angehören.  Es  enthält  demnach  der 
Bündel  unendlich  viele  Strahlenbüschel  und  Ebenen- 
büschel. 

Betrachten  wir  ferner  eine  unendlich  ausgedehnte 
Ebene  8  mit  allen  in  ihr  gelegenen  Punkten  und  Ge- 
raden, so  nennt  man  den  Inbegriff  aller  dieser  Elemente 
ein  ebenes  System  oder  ein  Feld.  Wir  sprechen  von 
einem  Punktfekl  oder  einem  Strahlenfeld,  je  nachdem 
wir  die  Punkte  oder  die  Strahlen  im  Auge  haben.  Im 
Punktfeld  sind  die  einzelnen  Greraden  aufzufassen  als 
Punktreihen,  im  Strahlenfeld  die  einzelnen  Punkte  als 
Strahlenbüschel.  Das  ebene  System  enthält  unendlich 
viele  Punktreihen  und  Strahlenbüschel. 

Der  Bündel  und  das  ebene  System  bilden  zusammen 
die  beiden  Grundgebilde  zweiter  Stufe.  Sie  enthalten 
unendlich  viele  Grundgebilde  erster  Stufe. 

Das  Grundgebilde  dritter  Stufe. 

4.  Als  Grundgebilde  dritter  Stufe  können  wir  den 
ganzen,  unendlichen  Eaum  mit  aUen  in  ihm  enthaltenen 
Punkten,  Ebenen  und  Strahlen  bezeichnen.  Jeder  seiner 
Punkte  kann  als  Mittelpunkt  eines  Bündels,  jede  seiner 
Ebenen  als  Träger  eines  ebenen  Systems,  jeder  seiner 
Strahlen  als  Achse  eines  Ebenenbüschels  oder  als  Träger 
einer  Punktreihe  genommen  werden. 

Die  Gesamtheit  von  unendlich  vielen,  durch  irgend 
ein  geometrisches  oder  analytisches  Gesetz  definierten 
Elementen  irgendwelcher  Art  heißt  eine  Mannigfaltig- 
keit. Demnach  sind  die  Grund gebilde  Mannigfaltigkeiten 
von  Punkten,  Ebenen  und  Stralüen, 
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Um  übrigens  schon  durch  die  äußere  Form  dc]- 
Darstellung  den  Überblick  über  die  zu  betrachtenden 
Gebilde  zu  erleichtern,  wollen  wir  für  die  geometrischen 
Elemente  eine  bestimmte  Art  der  Bezeichnung 
festhalten.  Wir  bezeichnen:  Punkte  durchweg  mit 
großen  lateinischen  Buchstaben,  z.  B.  A,  B,  P,  S; 
Gerade  oder  Strahlen  mit  Ideinen  lateinischen  Buch- 
staben, wie  a,  b,  g;  Ebenen  endlich  stets  mit  kleinen 
griechischen  Buchstaben,  z.  B.  a,  ^,  £. 

§  2.    Schneiden  und  Projizieren.    Das  Gesetz 
der  Dualität. 

Die  Operation  des  Schneidens. 

5.  Zwei  Gerade,  die  in  einer  Ebene  liegen,  oder 
eine  Gerade  und  eine  nicht  durch  sie  hindurchgehende 
Ebene  liefern  einen  Schnittpunkt;  zwei  Ebenen  be- 
stimmen eine  Schnittgerade.  Das  neue  Schnittelomcnt 
ist  nur  dann  nicht  vorhanden,  wenn  die  gegebenen 
Elemente  parallel  sind.  Diese  spezielle  Lage  woUen  wir 
zunächst  von  der  Betrachtung  ausschließeu.  In  jedem 
der  drei  obengenannten  Fälle  suchen  wir  ein  Element, 
das  den  beiden  gegebenen  Elementen  gemeinsam  ist. 
Wir  bezeichnen  diese  Operation  als  die  des  Schneidens 
und  müssen  sie  jetzt  auch  auf  die  Grundgebilde  aus- 
dehnen. 

Betrachten  wir  einen  Strahlenbüschel  S  (Fig.  1) 
und  eine  Gerade  g,  die  in  der  Ebene  des  Büschels 
liegen,  aber  nicht  durch  seinen  IMittelpunkt  hindurch- 
gehen möge,  so  können  wir  die  Stralüen  des  Büschels 
mit  g  zum  Sclmitt  bringen.  Wir  erhalten  also  auf  g 
eine  Punktreihe,  insofern  jeder  Punkt  dieser  Geraden 
als  Schnittpunkt  von  g  mit  einem  Stralü  des  Büschels 
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aufgefaßt  av erden  kann.  Dies  drücken  wir  in  der  Weise 
aus,  daß  wir  sagen:  Die  Gerade  g  schneidet  den  Büschel 
S  in  einer  Punktreihe. 

Im  gleichen  Sinne  sind  folgende  Sätze  zu  verstehen : 
Eine  Gerade  schneidet  einen  Ebenenbüschel,  des&^cn 
Achse  sie  nicht  trifft,  in  einer  Punktreihe.  —  Eine  Ebene 
schneidet  einen  Ebenenbüschel,  dessen  Achse  sie  nicht 
enthält,  in  einem  Strahlen büschel.  —  Eine  Ebene  schneidet 
einen  Strahlenbündel,  durch  dessen  ]\Iittelpunkt  sie  niclit 
hindurchgeht,  in  einem  Punktfeld.  —  Es  entstehen  dem- 
nach aus  den  Grundgebilden  durch  die  Operation  des 
Schneidens  auch  nur  wieder  Grundgebilde. 

Die  Operation  des  Projizierens. 

6.  Zwei  Punkte  können  wir  durch  eine  Gerade  ver- 
binden, zwei  sich  schneidende  Gerade  durcli  eine  Ebene, 
einen  Punkt  und  eine  nicht 

durch  ihn  hindurchgehende *-ß 

Gerade  ebenfalls  durch  eine 
Ebene.  Wir  bezeichnen  diese 
Operation  als  die  des  Pro- 
jizierens. Sie  unterscheidet 
sich  übrigens  von  der  des 
Schneidens  nur  durch  die 
Ai't  der  gegebenen  Elemente. 
Bei  beiden  Operationen  aber 
handelt  es  sich  darum,  daß  man  die  gegebenen  Elemente 
als  Träger  von  Gnmdgebilden  betrachtet  und  ein  diesen 
Grundgebilden  gemeinsames  Element  bestimmt. 

Wenden  wir  nun  auch  die  Operation  des  Projizierens 
auf  die  Grundgebilde  an.  Es  sei  z.  B.  eine  Punktreihe  g 
gegeben  und  ein  Punkt  S  außerhalb  derselben  (Fig.  1). 
Dann  können  wir  jeden  Punkt  von  g  mit  S  verbinden 


Fig.  1. 
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und  erhalten  durch  diese  Yerbindungsstrahlen  den  Stralilen- 
büschel  S.  Von  ihm  sagen  wir:  er  projiziert  aus  S  die 
Punktreihe, 

Ebenso  wird  ein  Punktfeld  aus  irgend  einem,  ihm 
nicht  angehörenden  Punkte  durch  einen  Strahlenbündel 
projiziert. 

Die  Operation  des  Projizierens  kann  auch  von  einer 
Geraden  aus  erfolgen.  Ist  s  irgend  eine  Gerade  und  g 
eine  Punktreihe,  wobei  g  und  s  sich  nicht  schneiden,  so 
kann  man  diu-ch  die  Punkte  von  g  und  durch  s  Ebenen 
legen.  Es  wird  also  die  Punktreihe  g  aus  s  durch  einen 
Ebenenbüschel  projiziert. 

Auch  durch  die  Operation  des  Projizierens  entstehen 
somit  aus  den  Grundgebilden  wieder  nur  Grundgebilde. 
Durch  Projizieren  und  Schneiden  gehen  also  die  Grund- 
gebilde ineinander  über. 

Man  kann  nun  eine  Darstellung  der  Geometrie  durch- 
führen, bei  der  man  bloß  die  Operationen  des  Projizierens 
und  Schneidens  benutzt,  jede  Abmessung  aber,  sei  es  von 
Strecken,  sei  es  von  Winkeln,  also  auch  jede  Rechnung  mit 
solchen  Größen  durchaus  vermeidet.  Das  in  dieser  Weise 
durchgeführte  System  geometrischer  Untersuchung  be- 
zeichnet man  als  die  „Geometrie  der  Lage"  oder  auch  als 
„Projektive  Geometrie"  und  die  dabei  sich  ergebenden  Eigen- 
schaften der  Gebilde  als  „projektive".  Die  zweckmäßigste  Art 
der  Behandlung  dieser  Geometrie  wird  die  konstruierende 
oder  synthetische  sein,  doch  bietet  die  moderne  Mathematik 
auch  die  Mittel  zu  einem  analytischen  Aufbau  der  pro- 
jektiven Geometrie.  Im  Gegensatz  zu  diesen  ünter- 
suchungsmetlioden  nennt  man  diejenige  geometrische 
Darstellung,  welche  von  vornherein  die  Begriffe  der  Strecke 
und  des  AVinkels  einführt  und  auch  die  Beziehungen 
zwisclien  diesen  Größen  in  Betracht  isieht,  „metrische" 
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oder  „messende"  Geometrie  oder  aucli  „Geometrie  des 
Maßes". 

AVir  werden  im  folgenden  nicht  streng  eine  Methode 
zur  Durchführung  bringen,  sondern,  wie  es  für  den 
Anfänger  vorteilhafter  erscheint,  eine  gemischte  Methode 
anwenden. 

Ist  es  möglich,  aus  zwei  Elementen  durch  eine  der 
Operationen  des  Projizierens  oder  Schneidens  ein  neues 
Element  abzuleiten,  so  wollen  wir  dies  letztere  einfach  durch 
die  in  Klammern  gesetzten  beiden  Elemente  bezeichnen.  Die 
Yerbmdungsgerade  zweier  Punkte  A  und  B  nennen  wir 
demnach  (A  B),  wofih-  wir  auch  häufig  bloß  A  B  schreiben, 
wenn  eine  Yerwechslung  mit  der  Strecke  AB  ausge- 
schlossen ist.  ZAvei  sich  schneidende  Gerade  a  und  b 
bestimmen  die  Ebene  (ab),  eine  Ebene  a  und  eine  Ge- 
rade g  den  Schnittpunkt  («g)  usw. 

Das  Gesetz  der  Dualität. 

7.  Denken  wir  uns  zwei  Ebenen  e^  und  £3  irgendwie 
im  Eaume  angenommen  und  in  der  ersten  zwei  Pimkte 
A  und  ß,  in  der  zweiten  zwei  Gerade  a  und  b  gegeben.  Dann 
können  wii*  A  und  B  durch  eine  Gerade  (A  B)  verbinden 
und  andererseits  a  und  b  in  einem  Pimkte  (a  b)  zum 
Schnitt  bringen.  Der  Operation  des  Projizierens,  ange- 
wandt auf  zwei  Punkte,  ordnen  wir  damit  die  Operation 
des  Sclincidens,  durchgeführt  für  zwei  Gerade,  zu.  Liegen 
in  der  ersten  Ebene  drei  Punkte  A,  B,  C  auf  einer  Ge- 
raden g,  so  können  wir  in  der  zweiten  Ebene  drei  Gerade 
a,  b,  c  betrachten,  die  durch  einen  Punkt  G  gehen.  AVenn 
ferner  in  r^  zwei  Gerade  c  und  d  einen  Schnittpunkt 
bestimmen  so  steht  dem  die  Tatsache  gegenüber,  daß 
zwei  Punkte  C  und  D  in  a.^  zur  Konstruktion  eincj- 
Verbindungslmie  benutzt  werden  können. 
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Nun  wollen  wir  annehmen,  wir  hätten  in  der  Ebene  e^ 
für  irgend  einen  Satz  der  Q-eometrie  der  Lage  den  Beweis 
erbracht.  Es  muß  also  in  der  Ebene  e^  eine  Figur  o-e- 
geben  sein,  deren  Elemente  durch  reine  Lagenbeziehungen 
bestimmt  sind,  und  aus  diesen  Bestimmungsstücken  wird 
durch  irgendwelche  wiederholte  Anwendung  der 
Operationen  des  Projizierens  imd  Schneidens  der  Satz 
abgeleitet.  Dann  muß  es  aber  möglich  sein,  zunächst  in 
der  Ebene  £3  eine  entsprechende  Figur  anzulegen,  indem 
man  immer  Punkte  und  Gerade  der  e^  durch  Gerade  und 
Punkte  in  €3  ersetzt,  imd  auch  der  Beweis  wird  sich 
Schritt  für  Schritt  übertragen  lassen,  sofern  man  nur, 
wie  oben  erwälmt,  die  Operationen  des  Projizierens  und 
Schneidens  vertauscht.  Von  einer  metrischen  Größe 
einem  Winkel  oder  einer  Strecke,  darf  natürlich  weder 
in  der  Figur  noch  in  dem  Beweise  des  ursprünglichen 
Satzes  ein  Gebrauch  gemacht  werden,  da  sich  diese 
Begriffe  nicht  durch  die  beiden  Fundamentaloperationeu 
definieren  und  also  auch  nicht  übertragen  lassen.  Ein 
Beispiel  Avird  dies  sofort  klarmachen. 

Nehmen  wii-  an,  es  wäre  uns  gelungen,  folgenden 

Satz  zu  beweisen:  Auf  zwei 

Geraden    g    imd    g^    einer 

Ebene  sind  beliebig  je  drei 

Punkte  A,  B,  C  bzw.  A^,  B^, 

Ci    gegeben   (Fig.  2).     Man 

zieht  die  Verbindungslinien 

(ABl),   (AiB),   (BCi),   (B,C), 

^  (CAi),  (CjA).  Ferner  bringen 

Fig.  2.  wir    (ABl)     und    (A^B)    in 

einem  Punkte  G„  (BCJ  und 

(BiC)  in  A2,  (CAi)  und. (Gl A)  in  B^  zum  Schnitt.    Dann 

Jie^-en  die  drei  Punkte  A^,  B.,,  G^  auf  einer  Goraden  gg. 
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Um  die  entsprechende  Figur  in  der  zweiten  Ebene  e^  zu 
bilden,  geben  wir  uns  zwei  beliebige  Punkte  G  und  G-^ 
(Fig.  3)  und  durch 
jeden  3  Gerade  a, 
b,  c  bzw.  a^  b^  c^. 
Wir  zeichnen  die 
Schnittpunkte(abi), 
(a^b),  (bcj,  (b^c), 
(ca^),  (cia).  Es  sei 
lerner  Cg  die  Yer- 
binduugslinie  von 
(abi)  und  (a^b),  ag 
die  von  (bCi)  und 
(b^c),  bg  die  von 
(c  a^)  und  (qa). 
Dann  gehen  die  drei 
Geraden  ag,  bg,  Cg 
durch  einen  Punkt  Q-g.  Diesen  Satz,  das  Gegenbild  des 
vorigen,  kann  man  ohne  weiteres  als  richtig  aufstellen, 
wenn  der  erste  bewiesen  ist.  Man  bezeichnet  den 
Zusammenhang,  der  zwischen  den  beiden  Ebenen  be- 
steht, als  das  Gesetz  der  Dualität  oder  Keziprozität 
(Poncelet  1822,  Gergonne  1826). 

Statt  zweier  Ebenen  können  wir  aber  auch  eine  Ebene 
und  ein  Bündel  in  Beziehung  setzen.  Sooft  wir  einen  Punkt 
der  Ebene  ins  Auge  f  assen,wählen  wir  im  Bündel  einen  Strahl. 
Der  Yerbiudungslinie  zweier  Punkte  entspricht  im  Bündel 
die  Yerbindungsebene  der  zwei  zugeordneten  Stellen  usw. 
Eine  dritte  Fassung  des  Dualitätsgesetzes  gewinnen  wir, 
wenn  wir  zwei  Bündel  dual  aufeinander  beziehen,  wobei 
dann  den  Strahlen  und  Ebenen  des  einen  die  Ebenen  und 
Strahlen  des  anderen  zugewiesen  werden.  Endlich 
brauchen  wir  uns  nicht  auf  die  Geometrie   der  Ebene 


Fig.  8. 
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oder  des  Bündels  zu  beschränken,  sondern  können  auch 
im  Kaum  eine  solche  Beziehung  herstellen.  Den  Punkten 
entsprechen  in  diesem  Falle  Ebenen  imd  der  Operation 
des  Projizierens,  welche  aus  zwei  Punkten  ihre  Ver- 
bindungslinie ableitet,  ordnen  wir  die  Operation  des 
Sclmeidens  zu,  bei  welcher  aus  zwei  Ebenen  ilire  Schnitt- 
linie hervorgeht.  Bei  der  Dualität  im  Eaume  geht  also 
eine  Gerade  wieder  in  eine  Gerade  über.  Wir  wollen 
diese  sämtlichen  Beziehungen  in  einer  Tabelle  zur  Dar- 
stellung bringen,  indem  wir  immer  zwei  sich  „dual" 
entsprechende  Begriffe  oder  Sätze  links  und  rechts  auf 
die  gleiche  Zeile  setzen. 

a)  Duale  Beziehung  zwischen  zwei  Ebenen. 


Punkt  A 
Zwei  Pimkte  A  und   B 
bestimmen     eine     Verbin- 
dungslinie (AB). 

Drei  Punkte  A,  B,  C,  die 
auf  einer  Geraden  g  liegen. 
Punktreihe  g 


Gerade  a 
Zwei   Gerade   a   und    b 
bestimmen    einen    Schnitt- 
pimkt  (ab). 

Drei  Gerade  a,  b,  c,  die 
durch  einen  Punkt  G  gehen. 
Strahlenbündel  G 


usw. 


b)  Duale  Beziehung  zAvischen  der  Ebene  und  dem 
Bündel. 


Punkt  A 
Zwei  Punkte  A   und  B 
bestimmen     eine    Verbin- 
dungsgerade (AB). 

Drei  Punkte  A,  B,  C,  die 
auf  einer  Geraden  g  liegen. 
Punktreihe  g 


Stralü  a 
Zwei  Strahlen  a  und  b 
bestimmen     eine     Verbin- 
dungsebene (ab). 

Drei  Strahlen  a,  b,  c,  die 
in  einer  Ebene  y  liegen. 
Strahlenbüschel  y 


usw. 
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c)  Duale  Beziehung  z^vischeu  zwei  Bündeln. 

Ebene  a 


Strahl  a 
Zwei  Strahlen  a  und  b 
bestimmen     eine    Yerbin- 
dungsebene  (ab). 

Drei  Strahlen  a,  b,  e,  die 
in  einer  Ebene  /  liegen. 
Strahlenbündel  X 


Zwei  Ebenen  a  und  ß 
bestimmen  eine  Schnittge- 
rade (aß). 

Drei  Ebenen  a,  /5,  7,  die 
durch  eine  Gerade  1  gehen. 
Ebenenbfischel  1 


usw. 

d)  Duale  Beziehung  im  Räume, 

Punkt  A 

Zwei  Punkte  A  und  B 
bestimmen  eine  Verbin- 
dungsgerade  (AB). 

Drei  Punkte  A,  B,  C  be- 
stimmen eine  Ebene  (ABC). 


Drei  Punkte  A,B,C,  die 
auf  einer  Geraden  g  liegen. 

Punkti-eihe  g 

Strahlenbüschel 
Ebenenbündel  A 


Ebene  a 
ZAvei  Ebenen   a 


und  ß 
Schnitt- 


bestimmen    eine 
gerade  {aß). 

Drei  Ebenen  a,  ß 
stimmen     einen 
pimkt  (a,  ß,  y). 

Drei  Ebenen  a,  ß^  7,  die 
durch  eine  Gerade  1 
durchgehen. 

Ebenenbündel  1 

Strahlenbiischel 

Punktfeld  a 


,  ;   be- 
Schnitt- 


liin- 


usw. 

Die  in  der  letzten  Zeile  gegebene  Zuordnung  stimmt 
überein  mit  der  unter  b)  direkt  abgeleiteten.  Projiziert 
man  zwei  nach  a)  dual  aufeinander  bezogene  ebene  Systeme 
aus  zwei  Punkten,  so  erhält  man  die  in  c)  behandelten 
dualen  Bündel.  In  gleicher  Weise  k.ann  man  natürlich 
auch  eine  Ebene  oder  einen  Bimdel  dual  auf  sich  selbst 
beziehen. 
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Weitere  Beispiele. 

8.  Einige  weitere  Beispiele  mögen  zur  Erläuterung 
dienen.  In  der  nämlichen  Ebene  seien  zwei  Dreiecke 
AiBiCi  und  A^BgCg  so  gezeichnet,  daß  die  Yerbindungs- 
linien  (A^A^),  (BiBg),  (CiCg)  durch  einen  Punkt  S  laufen 
(Fig.  25).  Als  bewiesen  werde  nun  vorausgesetzt,  daß  dann 
die  Seiten  (AjBJ  und  (AgBg),  femer  (A^Ci)  und  (A^Cg), 
endlich  (B^CJ  und  (BgCg)  sich  bzw.  in  drei  Punkten 
schneiden,  die  auf  einer  Geraden  s  liegen.  Bilden  wir, 
unter  Anwendung  des  Dualitätgesetzes  a)  der  Ebene,  zu 
diesem  Satze  den  entsprechenden.  Dann  haben  wir  aus- 
zugehen von  zwei  Gruppen  von  je  drei  Geraden  % ,  ag ,  ag 
und  bj ,  bg ,  bg ,  also  von  zwei  Dreiseiten,  welche  so  liegen, 
daß  die  drei  Schnittpunkte  (a^a^),  (b^bg)  und  (CiCg)  einer 
Geraden  angehören,  und  wir  können  behaupten,  daß  die 
Schnittpimkte  (a^bi)  und  (a^bg),  femer  (ajCi)  und  (a^Cg), 
endlich  {\Ci)  und  (bgCg)  drei  Yerbindungslinien  liefern, 
die  durch  einen  Punkt  laufen.  In  diesem  Falle  gibt  also 
die  duale  Übertragimg  des  Satzes  gerade  dessen  Um- 
kclinmg.  Unter  Anwendung  der  in  b)  besprochenen 
Dualität  hätten  wir  aus  dem  ursprünglichen  Satze  einen 
neuen  über  zwei  einem  Bündel  angehörende  Dreikante 
ableiten  können. 

Wir  werden  im  folgenden  vielfach  Gelegenheit  haben, 
namentlich  das  Dualitätsgesetz  der  Ebene  anzuwenden. 
Ist  z.  B.  eine  projektive  Betrachtung  für  zwei  in  einer 
Ebene  befindliche  Punktreihen  durchgeführt,  so  können 
wir  sie  unmittelbar  auf  zwei  Strahlenbüschel  der  gleichen 
Ebene  übertragen. 

Eine  duale  Beziehung  zweier  Bündel  erhalten  wir 
z.  B.,  wenn  wir  jeder  Ebene  des  einen  Bündels  den 
Strahl  im  andern  Bündel  zuordnen,  der  auf  ihr  senk- 
recht   steht.     Dann    entspricht    von    selbst    auch   jeder 
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Ebene  des  zweiten  Bündels  der  zu  ihr  normale  Strahl 
des  ersten  Bündels  (Polare  Zuordnung  auf  der  Kugel, 
I^)lardreikant). 


Fig.  4.  Fig.  5. 

Um  für  die  Dualität  im  Räume  ein  Beispiel  zu 
geben,  sei  daran  erinnert,  daß  jedem  Polyeder  (Vielflach), 
das  etwa  e  Ecken,  f  Flächen,  k  Kanten  besitzt,  ein 
„reziprokes"  entspricht  mit  e  Flächen,  f  Ecken  und 
wiederum  k  Kanten.  So  steht  z.  B.  dem  von  G  Yierecken 
begrenzten  allgemeinen  Hexaeder  (Fig.  4)  das  von  8  Drei- 
ecken gebildete  allgemeine  Oktaeder  (Fig.  5)  gegenüber. 

In  der  Geometrie  des  Maßes  gilt  das  Dualitätsgesetz 
nicht  mehr;   wohl  aber  kann  man  Analogien  auffinden. 

§  3.    Die  uneigentlichen  Elemente. 

Der  unendlich  ferne  Punkt  einer  Geraden. 
9.  Den  in  5.  besprochenen  Prozeß  des  Schneidens 
konnten  wir  nicht  mehr  zur  Durchführung  bringen, 
wenn  die  in  Betracht  zu  ziehenden  Elemente  parallel 
waren,  z.  B.  bei  zwei  parallelen  Geraden.  Wir  wollen 
nun  sehen,  wie  wir,  wenigstens  formal,  den  genannten 
Prozeß  auch  auf  diesen  Fall  ausdehnen  können. 

Doehlemann,  Projektive  Geometrie.  ^ 


I 

18       I.  Die  Perspektive  Beziehung-  der  Q-rundgebilde. 

Schneiden    wir   (Fig.    1)    einen    Stralilenbüschel    S  ; 

mit   einer  Geraden  g,   die  in  der  Ebene   des  Büschels  | 

liegt,   ohne   ihm   anzugehören.     Die   einzelnen   Stralilen  \ 
a,  b,  c,  d  .  .  .  des  Büschels  mögen  von  g  in  A,  B,  C, 

D  .  .  .  getroffen  werden.     Dann  gibt  es  nach  den  Yor-  I 

aussetzungen  der  Euklidischen  Geometrie  durch  S  eine  i 

und  nur   eine  Parallele  q  zur  Geraden  g.     Indem  wir  J 

diese   Annahme   machen,    wollen   wir  ausdrücklich    be-  ] 

merken,  daß   wir   nicht  imstande   sind,    dieselbe  durch  } 

mathematische  Schlüsse  zu  beweisen,  daß  wir  sie  viel-  \ 

mehr  als  eines  der  grundlegenden  Axiome  vorausschicken  I 

müssen.   Würde  man  statt  desselben  ein  anders. lautendes  | 

Axiom  an  die  Spitze  stellen,  so  erhielte  man  ein  anderes,  ^ 

in  sicli  aber  ebenso  logisch  gesclüossenes  System  einer  | 

Geometrie.  ] 

Demnach  schneiden  alle  die  unendlich  vielen  Strahlen  ^ 

des  Büschels  S  die  Gerade  g  je  in  einem  Punkte,  nur  t 

der  Parallelstrahl  q  liefert   keinen  Schnittpunkt   mit  g.  : 

Es  ist  nun  namentlich  für  die  einfachere  Formulierung  \ 

allgemeiner   Sätze   ein  Vorteil,   diese  Ausnahmestellung  \ 

des  Pai-allelstrahles  wenigstens  in  dem  Ausdruck  zu  be-  \ 

seitigen.  Wir  erreichen  dies,  indem  wir  uns  so  ausdrücken :  i 

„Der  Parallelstrahl  q  schneidet  die  Gerade  g  in  einem  ; 

unendüch  fernen  Pmilct  Q."    Zu  den  im  Endlichen  ge-  j 

legenen,  eigentlichen  Pmikten  der  Geraden  g  nehmen  wir  \ 

also  noch  einen  „uneigentlichen",  fingierten,  hinzu,  dem  ■ 

wir  uns  in  der  Vorstellung  nähern,  wenn  wir  die  Gerade  ] 

nach  der  einen   oder  andern   Seite  über  alle  Grenzen  ^ 

hinaus  verlängern.     Man   kann   sich  auch  einen   Strahl  j 

denken,  der  sich  um  S  dreht^  und  diesen  kurz  vor  und  j 

nach  der  Lage  betrachten,  in  der  er  zu  g  parallel  ist.  < 

Wir  wollen  diesen  uneigentlichen  (adjungierten),  un-  j 

endlich   fernen   Punkt  der   Geraden   mit   Q   bezeichnen  ■ 
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und  durch  Hinzufügimg  eines  Pfeiles  andeuten,  daß  er 
auf  der  Geraden  g  im  Unendlichen  liegt. 

Zielien  wir  in  der  Ebene  des  Strahlenbüschels  S 
irgend  eine  weitere  Gerade  h  parallel  zu  g,  so  werden 
wir  auch  von  dieser  Parallelen  h  sagen,  daß  sie  durch 
den  nämlichen,  unendlich  fernen  Punkt  Q  geht.  Ein 
unendlich  ferner  Punkt  ist  folglich  gleichbedeutend 
mit  einer  bestimmten  „Richtung".  Die  Gesamtheit  von 
unendlich  vielen,  zueinander  parallelen  Geraden,  die  alle 
in  einer  Ebene  liegen,  wird  nach  dieser  Anschauung 
aufzufassen  sein  als  ein  Strahlenbüschel,  dessen  Mittel- 
punkt der  den  sämtlichen  Parallelen  gemeinsame  unendlich 
ferne  Punkt  ist.  Ein  solcher  Stralilenbüschel  heißt  wohl 
auch  ein  „Parallel Strahlenbüschel". 

In  entsprechender  Weise  bilden  alle  Geraden  im 
Räume,  die  zu  irgend  einer  Geraden  g  parallel  laufen, 
also  alle  die  gleiche  Richtung  haben,  einen  „Parallel- 
strahlenbündel". 

Die  unendlich  ferne  Gerade  einer  Ebene. 

10.  Nehmen  A\dr  jetzt  eine  Ebene  als  gegeben  an,  so 
liegen  in  ihr  in  jeder  Richtung  Punkte  im  Unendlichen. 
Alle  diese  uneigentlichen  Punkte  werden  eine  gewisse 
Mannigfaltigkeit  bilden,  und  jede  Gerade  g  der  Ebene 
hat  mit  derselben  einen  Punkt  gemein,  nämhch  den  un- 
endlich fernen  Punkt  dieser  Geraden  g. 

Wenn  wir  also  sagen:  die  unendlich  fernen  Punkte 
der  gegebenen  Ebene  liegen  auf  einer  „unendlich  fernen" 
Geraden,  so  ergibt  sich  der  unendlich  ferne  Punkt  einer 
Geraden  g  dieser  Ebene  als  Schnittpunkt  derselben  mit 
dieser  „unendlich  fernen"  Geraden.  Natürlich  entzieht 
sich  das  Unendliche  jeder  Vorstellung.  Wenn  wir  aber 
diese  imeigentliche  Gerade  einer  Ebene  hinzunehmen,  so 

2* 
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können  wir  unter  dieser  Annahme,  vorausgesetzt,  daß  sich  j 
im  weiteren  Verlauf  keine  Widersprüche  ergeben,  das  ün-  1 
endliche  formal  wie  das  Endliche  behandeln.  \ 

Eine  Ebene  enthält  also  eine  unendlich  ferne  Gerade.  ; 
Die  letztere  muß  als  bestimmt  angesehen  werden,  sobald  '\ 
die  Ebene  gegeben  ist.  Alle  Punkte  dieser  unendlich  fernen  \ 
Geraden  liegen  im  Unendlichen,  sind  also  uneigentliche.  ] 
Eine  unendlich  ferne  Gerade  hat  keine  bestimmte  Richtung,  j 
Irgend  zwei  parallele  Gerade  dieser  Ebene  schneiden  sich  \ 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene.  Wir  können  i 
jetzt  z.  B.  allgemein  sagen:  Zwei  Gerade  in  einer  Ebene  ] 
bestimmen  einen  Schnittpunkt.  >. 

■\ 

Die  unendlich  ferne  Ebene  des  Raumes.  ^ 

\ 

11.  Um  diese  Anschauung  weiter  für  den  Raum  \ 
auszubilden ,  sei  S  der  Mittelpunkt  eines  Ebenenbündels,  . 
e  eine  ihm  nicht  angehörende  Ebene.  Jede  Ebene  des  ^ 
Bündels  liefert  mit  e  eine  Schnittgerade.  Ferner  gibt  es  \ 
nach  den  Sätzen  der  Elementargeometrie  durch  S  eine  \ 
und  zwar  nui-  eine  Parallelebene  |  zu  e.  Diese  Ebene  |  ^ 
allein  liefert  mit  £  keine  Schnittgerade.  Um  nun  nicht  \ 
alle  Sätze,  die  sich  auf  die  Schnittlinie  zweier  Ebenen  be-  j 
ziehen,  für  pai-allele  Ebenen  besonders  formulieren  zu  \ 
müssen,  drücken  wir  uns  so  aus :  Die  Parallelebene  |  hat  | 
mit  e  eine  uneigentliche,  unendlich  ferne  Gerade  gemein.  ^ 
Dies  stimmt  dann  auch  zusammen  mit  den  Anschauungen  ^ 
von  10.  Weiter  gehen  alle  zu  e  parallelen  Ebenen  durch  5 
die  gleiche  unendlich  ferne  Gerade.  Sagen  wir  von  parallelen  j 
Ebenen,  sie  haben  die  gleiche  „Stellung",  so  ist  also  eine 
unendlich  ferne  Gerade  im  Räume  durch  die  Stellung  einer  \ 
Ebene  bestimmt.  \ 

AUe  zu  einer  gegebenen  Ebene  parallelen  Ebenen  ; 
bilden  einen  „Parallelebenenbüschel",   dessen  Achse  die  i 

J 
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durch  die  Stellung  der  Parallelebenen  gegebene  unendlich, 
ferne  Gerade  ist. 

„Eine  Ebene  ist  parallel  einer  Geraden"  heißt:  die 
Ebene  geht  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden. 

Im  Räume  können  wir  unendlich  viele,  unendlich 
ferne  Punkte  und  Geraden  aufsuchen.  Jede  Gerade  ent- 
hält einen  unendlich  fernen  Punkt,  jede  Ebene  eine  un- 
endlich ferne  Gerade.  Wir  bleiben  also  in  Übereinstimmung 
mit  den  bisherigen  Formulierungen,  wenn  wir  uns  so 
ausdrücken:  Alle  unendlich  fernen  Punkte  und  unendlich 
fernen  Geraden  des  Raumes  erfüllen  eiue  Ebene,  die  „un- 
endlich ferne"  Ebene  des  Raumes. 

Sie  enthält  lauter  imeigentliche  Elemente  und  hat  keine 
bestimmte  Stelhmg. 

So  z.  B.  können  wir  den  Satz:  „Zwei  Punkte  be- 
stimmen eine  Yerbuidungsgerade"  jetzt  ganz  allgemein 
aussprechen.  Liegen  beide  Punkte  im  Endlichen,  so  ist 
die  durch  sie  bestimmte  Gerade  ihre  YerbindungsUnie; 
ist  einer  der  beiden  gegebenen  Punkte  ein  unendlich  ferner, 
so  wird  die  Yerbtadungsgerade  die  Parallele,  welche  durch 
den  eiuen  Punkt  parallel  zu  der  Richtung  geht,  in  welcher 
der  andere  gegebene  unendlich  ferne  Punkt  liegt;  siud 
die  beiden  gegebenen  Punkte  unendlich  fem,  d.  h.  hat 
man  zwei  Gerade,  auf  denen  im  Unendlichen  die  beiden 
gegebenen  Punkte  liegen  sollen,  so  ist  die  Yerbitidungs- 
gerade  eine  bestimmte  unendhch  ferne  Gerade.  Eine  Ebene, 
welche  zu  den  beiden  gegebenen  Geraden  parallel  ist,  gibt 
die  Stellung  aller  Ebenen,  die  durch  diese  unendlich  ferne 
Gerade  hindurchgehen. 
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§  4.    Die   Perspektive   Beziehung    der    Grundgebilde. 

Punktreihe  und  Strahlenbüschel  in  perspektiver 
Lage. 

12.  Wenn  wir  wie  in  9.  einen  Stralüenbüschel  S  mit 
einer  Geraden  g  zum  Schnitt  bringen  (Fig.  1),  so  entspricht 
jedem  Punkte  von  g  ein  Strahl  des  Büschels,  nämlich  der 
durch  ilm  hindurchgehende.  Nehmen  wir  auch  den  im- 
endlich  fernen  Punkt  Q  von  g  hinzu  und  behandeln  ihn 
im  Ausdruck  wie  einen  eigentlichen  Punkt,  so  entspricht 
ihm  der  Strahl  q  des  Büschels.  Damit  ist  also  auch  die 
Zuordnung  zwischen  den  Punkten  der  Punitreihe  und 
den  Strahlen  des  Büschels  eine  ausnahmslose  geworden. 
Weil  jedem  Element  des  einen  Gebildes  ein  und  nur  ein 
Element  des  anderen  Gebildes  entspricht,  so  sagen  wir, 
die  beiden  Gebilde,  Punktreilie  und  Strahlenbüschel,  seien 
,. eindeutig"  aufeinander  bezogen.  Ferner  liegen  je  zwei 
entsprechende  Elemente  ineinander. 

Wir  nennen  diese  Beziehimg  zwischen  der  Punktreihe 
und  dem  Strahlenbüschel  ferner  eine  „Perspektive".  Dies 
ist  zunächst  nur  ein  anderer  Ausdruck  dafür,  daß  die 
Punktreihe  ein  Schnitt  des  Strahlenbüschels  ist.  Ebenso 
heißt  die  Punktreihe,  wonach  eine  Gerade  einen  Ebenen- 
büschel schneidet,  oder  der  Strahlenbüschel,  in  welchem 
eine  Ebene  einen  Ebenenbüschel  trifft,  perspektiv  zu 
dem  Ebenenbüschel.    Das  Zeichen  für  perspektiv  ist  A. 

Auch  das  Punktfeld,  welches  irgend  eine  Ebene  aus 
einem  Strahlenbündel  ausschneidet,  wird  perspektiv  zu 
dem  Strahlenbündel  sein. 

Perspektive  Punktreihen. 

13.  Um  jetzt  auch  gleichartige  Grundgebilde  eindeutig 
aufeinander  zu  beziehen,  bringen  wir  einen  Strahlenbüschel  S 
zum  Schnitt  mit  zwei  Geraden  g  und  g^  seiner  Ebene, 
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von  denen  keine  dem  Büschel  angehört  (Fig.  6).  Irgend 
ein  Strahl  a  trifft  g  in  A,  g^  in  A^ ,  ein  Strahl  b  liefert 
die  SchnittpimkteB  nndB^  usw.  Jedem  Punkte  der  einen 
Punktreihe  z.  B.  A  entspricht  dann  ein  und  nur  ein 
Punkt  Ai  der  anderen  Punktreihe,  und  dies  bleibt  auch 
richtig  für  die  unendlich  fernen  Punkte  Q  und  R^  von  g 
und  gl .  Denn  diesen  entsprechen  die  Punlvte  Qj  vmd  R, 
in  denen  die  durch  S  zu  g 
und  gl  gezogenen  Pa- 
rallelstrahlen q  und  r  die 
Träger  gj  und  g  bezüglich 
schneiden. 

Dadurch  sind  die 
Punktreihen  g  und  g^ 
eindeutig  aufeinander  be- 
zogen. Je  zwei  entspre- 
chende Punkte  liegen  auf 
dem  nämlichen  Strahl  des  ^^'   * 

Büschels  S  oder  „enthalten"  diesen  Strahl.  Es  mag  noch 
bemerkt  werden,  daß  im  Schnittpunkte  von  g  und  g^ 
entsprechende  Punkte  E  und  E^  der  beiden  Punktreihen 
vereinigt  sind.  Wir  nennen  die  beiden  Punktreihen  g 
und  gl,  die  also  Schnitte  eines  Büschels  sind,  perspektiv. 

In  der  gleichen  Weise  wird  ein  Strahlenbündel  von 
ZAvei  beliebigen  Ebenen  in  Perspektiven  Punktfeldern  ge- 
schnitten. 

Perspektive  Strahlenbüschel. 

14.  Entwerfen  ^vir  nun  die  Figur,  welche  der  Figur  6 
nach  dem  Dualitätsgesetz  der  Ebene  (7a)  entspricht. 
Wir  haben  dann  eine  Punktreihe  g  aus  zwei  Punkten  S 
und  Si  zu  projizieren,  wobei  g,  S  und  Sj  einer  Ebene 
angehören   mögen  (Fig.  7).     Jedem  Strahl   z.  B,   a  des 
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Büschels  S  ordnen  wir  denjenigen  Strahl  a^  des  Büschels 
Si  zu,  der  den  gleichen  Punkt  A  der  Punktreihe  g  ent- 
hält. Die  Parallelen  q  und  q^  durch  S  und  S^  zu  g  sind 
dann  auch  als  entsprechende  Strahlen  aufzufassen,  da 
beide  den  unendlich  fernen  Punkt  Q  von  g  projizieren. 
Die  eindeutige  Beziehung  der  beiden  Büschel  S  und  Sj 
ist  demzufolge  wieder  eine  lückenlose.    Im  Yerbindungs- 

strahl  S  Sj ,  der  beiden 
Büscheln  angehört,  lie- 
gen  entsprechende 
Strahlen  e  und  e^  der 
Strahlenbüschel     ver- 
einigt.     Zwei    solche 
Büschel,    welche    die 
s     ^^  gleiche  Punktreihe  pro- 
jizieren,   nennen    wir 
wiederum  „perspektiv". 
Auch  die  beiden   Strahlenbüschel,  nach  denen   em 
Ebenenbüschel  von  irgend  zwei   beliebigen  Ebenen  ge- 
schnitten wird,  liegen  zueinander  „perspektiv". 

Projizieren  wir  ein  ebenes  System  aus  zwei  Punkten, 
so  sind  die  entstehenden  Bündel  ebenfalls  perspektiv. 
Je  zwei  entsprechende  Strahlen  der  Bündel  enthalten 
denselben  Punkt,  je  zwei  entsprechende  Ebenen  die- 
selbe Gerade  dieses  ebenen  Systems. 

AUgemehi  können  wir  jetzt  die  Definition  für  Per- 
spektive Grundgebilde  erster  und  zweiter  Stute,  sowohl 
gleichartige  als  ungleichartige,  in  folgender  Weise  aus- 
sprechen: 

Definition:  „Zwei  Grundgebilde  erster  oder  zweiter 
Stufe  heißen  perspektiv,  wenn  eine  eindeutige  Be- 
ziehung ihrer  Elemente  hergestellt  ist  entweder  da- 
durch,  daß  jedes  Element  des   einen  Grundgebildos 
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das  entsprechende  Element  des  anderen  Grundgebildes 
enthält,  oder  dadurch,  daß  je  zwei  entsprechende 
Elemente  der  beiden  Grundgebilde  ein  und  dasselbe 
Element  eines  dritten  Grundgebildes  enthalten." 
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15.  Nachdem  wir  die  Definition  perspektiver  Grund- 
gebilde durch  eine  reine  Lagenbeziehung  gewonnen 
haben,  wollen  wir  untersuchen,  welche  Zusammenhänge 
zwischen  entsprechenden  Elementen  solcher  Gebilde  die 
Rechnung  liefert.  Zu  dem  Zweck  ist  es  aber  vorher 
nötig,  die  einzelnen  Elemente  eines  Grundgebildes  erster 
Stufe  nicht  bloß  wie  bisher  in  ihrer  geometrischen 
Anordnung,  sondern  auch  rechnerisch,  also  durch  Zahlen- 
werte festzulegen. 

Beginnen  wir  mit  dem  Strahlenbüschel,  weil  dieser 
kein  uneigentliches  Element  enthält  und  daher  die  zu 
betrachtenden  Yerhältnisse  unverschleiert  zur  Erscheinung 
kommen. 

Winkel  zweier  Strahlen.    Trennungsstrahl. 

16.  Sind  a  und  b  zwei  Strahlen  eines  Büschels 
(Fig.  8),  so  wollen  wir  unter  ab  den  Winkel  verstehen, 
den  der  Strahl  a  mit  dem  Strahl  b  bildet,  und  die  Reihen- 
folge der  Buchstaben  soll  den  Sinn  der  Drehung  angeben, 
in  welchem  der  Winkel  diu-chlaufen  wird,  also  von  a 
nach  b  hin.  Dann  ist  dieser  Ausdruck  ab  doppeldeutig; 
denn  es  kann  darunter  j  oder  der  in  der  Figur  bezeichneten 
Winkel  verstanden  werden. 

Hat  man  drei  Strahlen  a,  b,  c,  so  können  wir  mittels 
derselben,  wie  wir  der  Anschauung  entnehmen  wolloii, 
eine  Drehungsrichtung  bestimmen,  indem  wir  unter  dem 
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„Sinn   abc"   diejenige    Drehimg    verstehen,    welche    a 
dii-ekt  nach  b  überführt,  ohne  daii  der  Strahl  c  dabei    \ 
überschritten  wird  (Fig.  9).  | 


Fig.  8. 


Fig.  9. 


Um  nun  im  Büschel  die  Winkel  eindeutig  zu  erhalten, 
wählen  wir  einen  festen  Strahl  u  und  verstehen  imter  ab 
den  im  Sinne  a  b  u  genommenen  Winkel.  Dieser  ist  dann 
eindeutig  (Fig.  9).  Der  Hilfsstrahl  u  möge  der 
„Trennungsstrahl"  heißen.  Da  sich  die  Drehungen  ab 
und  ba  zerstören,  so  hat  man 

a  b  +  b  a  =  0     oder     a  b  =  —  b  a . 

Ist  c  irgend  ein  weiterer  Strahl,  so  gilt,  ganz  unab- 
hängig von  der  Lage  der  Strahlen,  die  Beziehung 

ab  +  bc  =  ac 
oder 

ab  +  bc  +  ca  =  0 

und  allgemein  für  die  Strahlen  a,b,c,...m,n 

ab  +  bc  +  ...-fnin-|-na  =  0. 

Man  kann  diese  Festsetzung  auch  so  aussprechen, 
daß    man    durch     den    Trennungsstrahl     den    Büschel 


m 
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halbiert  und  sich  bei  der  Betrachtung  auf  eine  Hälfte 
beschränkt*). 

Parameter  eines  Strahles. 

17.  Um  die  einzelnen  Strahlen  eines  Büschels  durch 
Zahlen  werte  festzulegen,   wählen   wir  zwei  Strahlen   a 
und    b    als  „Fundamentalstrahlen"    und  außerdem    den 
Trennungsstrahl  u  (Fig.  9).    Irgend  ein  weiterer  Strahl 
des  Büschels  bildet  mit  den  festen  Strahlen  a  und  b  die 
Winkel  ac  und  bc  (die  beide  kleiner  als  180«).    Ist  C 
em  Punkt  von  c  und  sind  C  A  und  C  B  die  von  0  auf  a 
imd  b  gefällten  Senkrechten,  so  hat  der  Quotient 
.  ^  AC       sinac 
B  C       sin  b  c 
füi'  alle  Punkte  des  Strahles  c  den  gleichen  Wert.    Wir 
geben   diesem    aus   lauter    positiven   Zahlen    gebildeten 
Bruche   das   Vorzeichen    + ,    wenn    die  Drehungen  a  c 
und  b  c  gleichen  Sinn  haben,  dagegen  das  Vorzeichen  — , 
wenn  diese  Drehungen  entgegengesetzt  gerichtet  sind. 

Dann  entspricht  jedem  Strahl  des  Büschels  ein 
solcher  Wert  l .  Den  Fimdamentalstrahlen  a  und  b  sind 
die  Werte  ^  =  0  bzw.  l  =  oo  zugeordnet;  für  die 
Halbierungslinien  der  Winkel,  welche  die  Fundamental- 
strahlen bilden,  ergeben  sich  die  Zahlen  A  =  +  1  und 
l=~\.  Durch  die  Werte  0  und  oo  hindurch  geht  l 
von  positiven  zu  negativen  Werten  über. 


)  Zu  den  gleichen  Formeln  gelangt  man  ohne  die 
Annahme  eines  Trennungsstrahles,  wenn  man  sich  nach  dem 
Vorgange  von  Möbius  in  der  Ebene  von  vornherein  einen 
bestimmten  Drehungssinn  gibt  und  alle  vorkommenden  Wiiikel 
in  diesem  Sinne  gemessen  positiv,  im  entgegengcsot/tor.  Siipic 
durchlaufen  negativ  rechnet. 
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Umgekehrt  kann  man  zu  einem  auch  dem  Vorzeichen 
nach  gegebenen  Werte  A  =  Aq  nur  einen  und  immer 
einen  zugehörigen  Strahl  bestimmen.  Denn  angenommen, 
es  sei  p  dieser  Strahl,  so  muß  sein: 

sinap 
smbp 

Führt  man  bp  =  ba  +  ap  ein,   so  liefert  eine  leichte 
Eechnung: 

Ao  •  sinba 


tgap 


1  —  ^0  •  cos  b  a 


Damit  ist  der  Winkel  ap  bestimmt;  auf  welcher  Seite 
von  a  der  Strahl  p  aber  liegen  muß,  ergibt  sich  aus  dem 
Vorzeichen  von  Xq,  unter  Berücksichtigung  der  ange- 
führten Verteilung  der  Zahlenwerte  von  X  in  dem 
Büschel. 

Aufgabe  1.  Man  finde  durch  Zeichnung  und  Rech- 
nung die  Strahlen,  welche  den  Werten  +  f  und 
—  I  von  X  entsprechen. 

§  6.    Die  Maßbestimmung  in  der  Punktreihe. 

Strecke  zwischen  zwei  Punkten. 

18.  Die  Mannigfaltigkeit  der  Punkte  einer  Punktreihe 
g  wird  erst  durch  die  Annahme  des  unendlich  fernen 
Punktes  ü  derselben  zu  einer  zusammenhängenden,  in- 
dem dann  die  Gierade  gewissermaßen  durch  das  Unendliche 
hindurch  sich  schließt.  Irgend  zwei  Punkte  A  und  B 
der  Greraden  bestimmen  dementsprechend  zunächst  zwei 
Strecken,  von  denen  die  eine,  der  Weg  von  A  nach  B, 
endlich  ist,  während  die  andere,  der  Weg  von  A  durch 
das  Unendliche  nach  B,  unendlich  ist. 
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Drei  Punkte  A,  B,  C  bestimmen  wieder  einen 
„Sinn  ABC",  nämlich  die  Bewegungsrichtung,  bei  der 
wir  von  A  direkt  nach  B  gelangen,  ohne  C  zu  passieren. 

Da  imendlich  große  Strecken  nicht  zu  verwenden 
sind,  so  werden  wir  imter  AB  die  endliche  der  beiden 
oben  erwähnten  Strecken  verstehen.  Dies  stimmt  aber 
damit  überein,  daß  wir  den  unendlich  fernen  Punkt  U 
als  „Trennungspunkt"  einführen,  ganz  wie  in  16.  beim 
Büschel  den  Trennungsstrahl.  Unter  A  B  ist  folglich  die 
im  „Sinne  ABU"  genommene  Strecke  zu  verstehen. 

Dann  gelten  offenbai-  die  Beziehimgen 

AB  +  BA  =  0     oder     AB  =  — B  A 
und  für  drei  Pimkte  erhält  man,  wie  immer  sie  auch 
liegen, 

AB  4-  BC  =  AG 
oder 

AB  H-  BC  +  CA  =  0, 
ferner  allgemein  für  die  Punkte  A ,  B ,  C  .  . .  M ,  N 
AB  +  BC  +  . . .  +  MN  +  NA  =  0 . 

Parameter  eines  Punktes. 

19.  Um  nun  die  einzelnen  Punkte  der  Punktreihe 
durch  Zahlenwerte  festzulegen,  gehen  wir  von  zwei 
festen  Punkten  A  und  B  aus,  den  „Fundamentalpunkten". 
Irgend  ein  Punkt  C  der  Punktreihe  bestimmt  dann  den 
Streckenquotienten 

^-BC' 

Diesem  Bruche,  dessen  Zähler  und  Nenner  die  Maß- 
zahlen der  Strecken  AC  und  BC  enthält,  geben  wir  das 
Vorzeichen  -f ,  wenn  AC  und  BC  in  gleicher  Richtung 


30       I-  Die  Perspektive  Beziehung  der  Grrundgebilde. 

laufen,  C  also  nicht  auf  der  Strecke  AB  gelegen  ist, 
dagegen  das  Yorzeichen  — ,  wenn  AC  und  BC  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  sich  erstrecken,  demnach 
C  auf  der  Strecke  AB  liegt.  Jedem  Punkte  der  Greraden 
können  wir  in  dieser  Weise  einen  ganz  bestimmten 
Parameterwert  zuordnen;  dem  Punkte  A  entspricht  der 
Wert  ^  =  0 ,   dem  Punkte  B  der  Wert  X  =  oo . 

Umgekehrt  gibt  es  stets  nur  einen  Punkt  derart, 
daß  für  ihn  dieser  Quotient  einen  auch  dem  Vorzeichen 
nach  gegebenen  Wert  X  =  Xq  hat.  Denn  ist  P  der  ge- 
suchte Punkt,  so  muß  sein 

oder,  wenn  BP==BA-}-AP  gesetzt  wird, 
AP  =  -^-.BA. 

1  —  Ao 

Wählen  wir,  was  das  einfachste  ist,  eine  bestimmte 
Richtung  auf  der  Geraden,  etwa  die  von  A  nach  B ,  als 
die  positive,  so  sind  alle  im  entgegengesetzten  Sinne 
durchlaufenen  Strecken  negativ  zu  rechnen.  Es  ergibt 
sich  dann  aus  der  letzten  Gleichung  die  Strecke  AP 
samt  ihrer  Richtung. 

Dem  Werte  A  =  1  entspricht  kein  eigentlicher 
Punkt  auf  der  Geraden;  wir  ordnen  ihm  den  unendlich 
fernen  Punkt  der  Geraden  zu,  womit  gezeigt  ist,  auf 
welchem  Wege  die  Analysis  zur  Einführung  dieses  Ele- 
mentes gelangt. 

Aufgabe  2.  Man  zeichne  und  berechne  die  Punkte, 
welche  den  Werten  —  1 ,  +  ^j  —  ^  des  Para- 
meters X  entsprechen. 

Für  das  dritte  Grundgebilde  erster  Stufe,  den 
Ebenenbüschel,  brauchen  wir  keine  eigene  Betrachtung 
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durchzuführen:  wir  schneiden  ihn  mit  einer  Ebene,  etwa 
senkrecht  zur  Achse,  in  einem  Strahlenbüschel  und  er- 
halten die  Ebenen  des  Büschels  dann  durch  die  Para- 
meterwerte, welche  den  Stralilen  dieses  Strahlenbüschels 
zugewiesen  sind. 

§  7.     Das  Doppelverhältnis. 

Doppclverhältnis  von  vier  Punkten. 

20.  Sind  in  einer  Punktreihe  g  außer  den  zwei 
Fundamentalpunkten  A  und  B  zwei  weitere  Punkte  C 
und  D  gegeben  und  bestimmen  wir  für  diese  nach  der 
in  19.  gegebenen  Festsetzung  die  Streckenverhältnisse 
AC  ^  AD 
BC  BD  '  ^^  können  wir  aus  diesen  beiden  das  neue 

Verhältnis  bilden: 

AC    AD 

BC  'BD* 
Dieser  Ausdruck  wird  sich  als  charakteristisch  für 
die  Lage  der  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  erweisen.  Wir 
nennen  ihn,  seiner  Bildung  gemäß,  das  „Doppelverhältnis" 
der  vier  Punkte  und  bezeichnen  ihn  durch  (AB  CD). 
Es  ergibt  sich  also  folgende 

Definition:     „Unter    dem   Doppelverhältnis    von    vier 
Punkten  einer  Geraden  verstehen  wir  den  Ausdruck 

(ABCD)=^^:A5 
^  ^       BC    BD' 

wobei  jedes  der  einzelnen  Verhältnisse  mit  dem  ihm 

nach   19.  zukommenden  Vorzeichen  zu  versehen  ist." 

Die  ^ier  Punkte  erscheinen  dabei  in  zwei  Gruppen 

geteilt,    welche    zunächst    nicht    gleichartig    behandelt 

sind.     Denn  A   und  B   dienten  als  Fmidamentalpunkte 
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lind  C  und  D  wurden  auf  diese  bezogen.     Es  ist  aber  .\ 

sofort  zu  beweisen,  daß  diese  beiden  Punktpaare  in  dem  .| 

Ausdruck  des  Doppelverliältnisses  ganz  die  gleiche  Rolle  l\ 

spielen.    Denn  es  ist  ja  -  -i 

CA    CB       AC    BC       ,.r,nT^\         i 

(^^^^)  =  DÄ--DB==ÄD^BD=(^^^^)-       I 

Man   darf  also  die   beiden  Punktpaare  miteinander  1 

vertauschen.  jj 

Getrennte  Punktpaare.  | 

21.  Für  die  gegenseitige  Lagenbeziehung  zweier  ^J 
Punktgruppen  A,  B  und  C,  D  sind  nun  folgende  zwei  " 
Fälle  als  wesentlich  zu  unterscheiden: 

a)  Die  beiden  Punktpaare  A,  B  und  C,  D  liegen  so, 
daß  man  beim  Übergang  von  A  nach  B  auf  dem  einen 
oder  anderen  Wege  einen  der  Punkte  C  oder  D  passieren  • 
muß  (Fig.  10  a).    Von  den  Punkten  C  und  D  wird  dann  i 


j  ^ g ^ 

Fig.  10  a. 


_     ^ 

4 


Fig.  10b.  ||| 

einer  auf  der  Strecke  AB,  der  andere  außerhalb  dieser^' 
Strecke  gelegen  sein.  Wir  sagen  in  diesem  FaUe:  diel 
beiden  Punktpaai-e  „trennen  sich"  gegenseitig.  Von  deni 
beiden  Teilverhältnissen  in  dem  Ausdruck  des  Doppel-- 
Verhältnisses  (AB CD)  ist  demnach  das  eine  positiv,  dasi 
andere  negativ,  das  ganze  Doppel  Verhältnis  hat  mithin  i; 
einen  negativen  Wert. 
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b)  Kann  man  auf  einem  der  beiden  Wege  von  A 
nach  B  gelangen,  ohne  C  oder  D  zu  überschreiten,  so 
trennen  sich  die  beiden  Punktpaare  nicht  (Fig.  10  b). 
Es  liegen  dann  C  und  D  beide  auf  der  Strecke  AB 
oder  beide  außerhalb  derselben;  die  Teil  Verhältnisse 
in  dem  Ausdruck  (AB  CD)  haben  beide  negative  oder 
beide  positive  Yorzeichen,  das  Doppelverhältnis  selbst 
nimmt  jedenfalls  einen  positiven  Wert  an. 

Diese  Eigenschaften  sind  auch  umkehrbar.  Wir 
können  also  sagen:  Die  notwendige  und  hinreichende 
Rodingung  dafür,  daß  zwei  Punktpaare  A,  B  und  C,  D 
sich  trennen,  ist  die,  daß  das  Doppel  Verhältnis  (AB  CD) 
einen  negativen  Wert  hat. 

Doppelverhältnis  von  vier  Strahlen. 

22.    Ganz    analoge    Betrachtungen    gelten    für    den 

Strahlenbüschel.    G-ehen  wir  aus  von  den  zwei  (festen) 

Strahlen  a  und  b  und  dem  Trennungs strahl  u ,  so  können 

wir  für  zwei  weitere  Strahlen  c  und  d  die  Verhältnisse 

bilden: 

sin  a  0  ^      sin  a  d 

■    ,         und       .    ■    ■■> 
smbc  smbd 

deren  Yorzeichen  nach  17.  zu  bestimmen  sind. 

Dividieren  wir  den  ersten  Quotienten  durch  den 
zweiten,  so  nennen  wir  diesen  Ausdruck  das  „Doppel- 
verhältnis" der  vier  Strahlen  a,  b,  c,  d  und  bezeichnen 
ihn  durch  (ab cd),  so  daß  also 

,  ,      _.        sinac    sin  ad 
(ab  cd)  =  -; : . 

smbc    sinbd 

Der  Unterschied,  der  zwischen  den  Strahlen  a,  b 
und  c ,  d  zunächst  gemacht  wurde,  ist  wiederum  nur  ein 
scheinbarer.    Denn  es  ist  ja 

Doehlemann,  Projektive  Geometrie.  3 
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(cd  ab)  = 


sin  c  a    sin  c  b        sin  a  c    sin  b  c 


=  (abcd). 


sin  d  a  '  sin  d  b        sin  a  d  *  sin  b  d 
Dagegen  haben  wir  vorerst  noch   einen  Trennungs- 
strahl nötig. 

Für  die  gegenseitige  Lagenbeziehung  zweier  Strahlen- 
paare a,  b  und  c,  d  sind  nun  wieder  folgende  Fälle  charakte- 
ristisch. Man  sagt:  Die  Strahlenpaare  a,  b  und  c,  d 
„trennen  einander",  wenn  man  den  Strahl  a  durch 
Drehung  nicht  mit  dem  Strahle  b  zur  Deckung  bringen 


Fig.  IIb. 


kann,  olme  c  oder  d  zu  passieren  (Fig.  11  a).  Kann  man 
dagegen  a  auf  einem  der  beiden  Wege  nach  b  überführen, 
ohne  dabei  über  c  oder  d  zu  kommen,  so  trennen  die 
beiden  Strahlenpaare  sich  nicht  (Fig.  11  b).  Diese  Eigen- 
schaft zweier  Strahlenpaare,  sich  zu  trennen,  ist  ganz 
unabhängig  von  der  Annahme  eines  Trennungsstrahles. 
Das  oben  definierte  Doppel  Verhältnis  (abcd)  von 
vier  Strahlen  wird  nun  negativ,  wenn  die  Strahl^^n  a,  b 
und  c ,  d  sich  trennen,  positiv,  wenn  dies  nicht  der  Fall. 
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Dann  können  wir  aber  auch  auf  Grund  dieser  Eigen- 
schaft das  Vorzeichen  des  ganzen  Doppelverhältnisses 
bestimmen  und  nicht  das  der  Teilquotienten. 

Wir  lassen  also  jetzt  den  Trennungsstrahl  weg; 
dann  sind  zwar  alle  Winkel,  wie  z.  B.  ac,  doppeldeutig, 
der  Sinus  dieser  Winkel  aber  ist  der  gleiche,  da  sie  sich 
zu  180^  ergänzen;  die  einzelnen  Teilquotienten  nehmen 
wir  positiv,  das  Vorzeichen  bestimmen  wir  am  ganzen 
Ausdruck.  Wir  erhalten  dann  die 
Definition:  „Unter  dem  Doppelverhältnis  (ab  cd)  von  vier 
Strahlen  eines  Büschels  verstehen  wir  den  Ausdruck 

,  ,      _^       sin  ac    sin  ad 
(abcd)=  -r-r-  :--r:^, 
sm  b  c    sm  b  d 

der  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  erhält,  je 

nachdem  die  Strahlenpaare  a,  b  und  c,  d  sich  nicht 

trennen  oder  trennen." 

Damit  sind  wdr  von  einem  Trennungsstrahl  un- 
abhängig geworden.  Ohne  denselben  können  aber 
die  Winkelrelationen  von  16.  nicht  mehr  angesetzt  werden. 

Ganz    im   gleichen  Sinne    sprechen    wir   von    dem 
Doppelverhältnis  (ocßyd),  das  vier  Ebenen  oc,  ß,  y,  d 
eines  Ebenenbüschels  bilden,  indem  wir  setzen 
,     -     ,.       sin  öf  V    sin  öc  ^ 

Dabei  ist  z.  B.  unter  a  y  einer  der  Winkel  zu  ver- 
stehen, welche  die  Ebene  a  mit  der  Ebene  y  bildet. 

ünveränderlichkeit      des     Doppelverhältnisses 

gegenüber    den    Operationen    des    Projizierens 

und   Schneidens. 

23.  Verbinden  wir  jetzt  die  für  die  Punktreihe  und 

für  den  Strahlenbüschel  unabhängig  voneinander  durch- 

3* 
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geführten  Betrachtungen,  indem  wir  den  Büschel  S  mit 
einer  Q-eraden  g  seiner  Ebene  zum  Schnitt  bringen 
(Fig.  1).  Der  Strahl  a  des  Büschels  schneide  g  in  A, 
der  Strahl  b  in  B  usw.  Da  wir  von  jedem  Strahl  des 
Büschels  immer  den  Halbstrahl  auszeichnen,  der  den 
Schnittpunkt  mit  g  trägt,  so  kommt  die  Betrachtung 
eigentUch  darauf  hinaus,  daß  wir  den  Parallelstrahl  u 
durch  S  zu  g  als  Trennungsstrahl  einführen.  Schneidet 
ferner  der  durch  S  senkrecht  zu  g  gehende  Strahl  t  in 
T  diese  Gerade,  so  ist 

(1)  2zlSAC  =SA.  SC  .  sinac  =  ST  •  AG 

(2)  2ASBG  =SB.  SC  .  sinbc  =  ST.BC 

(3)  2  J  SAD  =  SA.  SD  •  sinad  =  ST  •  AD 

(4)  2zdSBD  =SB  .  SD.  sinbd  =  ST  .  BD. 
AUe  von  S   aus  laufenden  Strecken  SA,   SB  usw. 

woUen  wir  als  positive  Zahlen  nehmen.  Dann  folgt  aus 
(1)  und  (2)  durch  Division 

SA  .  sin  ac      AO 
^^^  SB.sinbc^^BC"' 

Hier  stimmt  das  nach  19.  bestimmte  Vorzeichen  des 
Sti-eckenquotienten  rechts  mit  dem  nach  17.  zu  bestim- 
menden Vorzeichen  des  Sinusquotienten  links  überein, 
wie  sich  geometrisch  sofort  ergibt.  Ebenso  liefern  die 
Gleichungen  (3)  und  (4) 

SA  .  sinad  _  AD 
(^^  SB.sinbd  ~  BD  * 

Aus  (5)  und  (6)  folgt  dann  durch  Division 
(7)  (abcd)  =  (ABCD), 

also 

Satz  1.    „Das  Doppelverhältnis  von  vier  Strahlen  eines 
Büschels  ist  gleich  dem  analog  gebildeten  der  vier 
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Schnittpunkte,  welche  Irgend  eine  Gerade  mit  den  vier 

Strahlen  Hefert."*) 
Schneiden  wir  den  gleichen  Büschel  noch  mit  einer 
zweiten  Geraden  g^  (Fig.  6),  so  folgt,  daß  auch  (AiBiC^Di) 
=  (abcd),  also  durch  Vergleich  mit  (7) 

(8)  (AB  OD)  =  (AiBiCiDi) 
oder 

Satz  2.    „Irgend  vier  Strahlen  eines  Büschels  werden 
von  jeder  Geraden  in  vier  Punkten  von  gleichem  Doppel- 
verhältnis geschnitten/' 
Man  kann  diesen  Satz  auch  so  aussprechen :  Projiziert 
man  vier  Punkte   einer  Geraden  von  einem  beliebigen 
Punkte  aus  auf  eine  andere  Gerade,  so  bleibt  das  Doppel- 
verhältnis der  vier  Punkte  unverändert.  Ebenso  zeigt  die 
Betrachtung  von  Figur  7,  daß 

(ABCD)  =  (abcd)  =  (%  b^  c^  d^), 
also 

(9)  (abcd)==(aibiOidi) 
oder 

Satz  3.  „Irgend  vier  Punkte  einer  Geraden  werden  aus 
jedem  Punkte  durch  vier  Strahlen  von  gleichem  Doppel- 
verhältnis projiziert." 

Für  den  Ebenenbüschel  gelangen  wir  zu  ganz  ähnlichen 
Sätzen.  Sind  a ,  ^ ,  y ,  d  vier  Ebenen  eines  solchen,  so 
ist,  wie  man  leicht  ableitet,  das  Doppelverhältnis  {ccßyö) 
derselben  identisch  mit  dem  Doppelverhältnis  der  vier 
Schnittpunkte,  die  irgend  eine  Gerade  mit  den  vier  Ebenen 
liefert,  oder  auch  mit  dem  Doppelverhältnis  der  vier  Strahlen, 

*)  Pappus  von  Alexandria  (4.  Jahrh.  n.  Chr.)»  Mathema- 
ticae  coUectiones. 
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wonach  irgend  eine  Ebene  die  vier  Ebenen  trifft.  Diesen 
Satz  und  die  drei  vorigen  Sätze  können  Avir  in  dem  all- 
gemeineren zusammenfassen : 

Satz  4.  „In  zwei  Perspektiven  Grund gebilden  erster 
Stufe  bilden  irgend  vier  Elemente  des  einen  Grundge- 
bildes und  die  ihnen  entsprechenden  des  anderen  das 
gleiche  Doppelverhältnis." 

Damit  liaben  wir  für  Perspektive  Grundgebilde  erster 
Stufe  außer  der  Lagenbeziehung  auch  eine  metrische 
Beziehung  gefunden,  welche  entsprechende  Elemente 
solcher  Gebilde  miteinander  verknüpft. 

Endlich  können  wir  die  Operation  des  Schneidens  oder 
Projizierens  nicht  bloß  einmal,  sondern  auch  öfter  vor- 
nehmen, ohne  dadurch  den  Wert  des  Doppelverhältnisses 
von  vier  Elementen  zu  ändern.  Wir  erhalten  demgemäß 
ganz  allgemein 

Satz  5.  „Leitet  man  aus  vier  Elementen  eines  Grund- 
gebildes erster  Stufe  durch  die  beliebig  oft  angewandten 
Operationen  des  Projizierens  und  Schneidens  vier  neue 
Elemente  eines  anderen  Grundgebildes  ab,  so  ist  das 
Doppelverhältnis  der  ersten  vier  Elemente  gleich  dem 
analog  gebildeten  Doppelverhältnis  der  letzten  vier  ent- 
sprechenden Elemente.  Das  Doppelverhältnis  von  vier 
Elementen  eines  Grundgebildes  erster  Stufe  erweist  sich 
also  diesen  Operationen  gegenüber  als  eine  unveränder- 
liche (invariante)  Zahl." 


n.  Abschnitt. 
Harmonisclie  Gebilde. 


§  8.    Weitere  Eigenschaften  des  Doppelverhältnisses. 

Die  Werte  der  Doppelverhältnisse,  die  sich  aus 
vier  Elementen  bilden  lassen. 

24.  Den  Begriff  des  Doppelverhältnisses  müssen  wir 
noch  nach  verschiedenen  Eichtungen  hin  weiter  unter- 
suchen. 

Sind  vier  Elemente  eines  einförmigen  Grundgebildes, 
z.  B.  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  einer  Punktreihe  gegeben, 
so  können  wir  sie  auf  2  4  verschiedene  Arten  zu  einem  Doppel- 
verhältnisse zusammenfassen,  da  man  aus  vier  Elementen 
24  Ausdrücke  ABCD,  ABDC  usw.  bilden  kann.  Nicht 
alle  diese  Ausdrücke  sind  aber  ihrem  Zahlenwert  nach 
verschieden.    Wir  sahen  schon  in  20.,  dai^ 

(1)  (ABCD)  =  (CDAB). 
Femer  ist  auch 

(BADC)  =  ^:^=A^>^ 
'^  ''      AD     AG       BC   •  BD' 

also 

(2)  (BADC)  =  (ABCD). 
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Yermöge  der  in  (1)  imd  (2)  ausgedrückten  Sätze 
können  wir  nun  aus  einem  Ausdruck  wie  (AB CD)  noch 
drei  andere  ableiten,  die  den  gleichen  Zahlenwert  besitzen, 
nämlich 

(ABCD)  =  (CDAB)  =  (BADC)  =  (DCBA). 

Die  24  verschiedenen  Ausdrücke  liefern  also  höchstens 
sechs  verschiedene  Zahlenwerte.  Ist  etwa  (ABCD)  =  A, 
so  lassen  sich  die  übrigen  Zahlenwerte  durch  diesen  einen 
in  folgender  Weise  ausdrücken.  Es  ist  zimächst,  wie  sich 
sofort  ergibt, 

Ferner  wird 

_AB    AD      (AC  +  CB)  (CA  +  AD) 
(ACBD)  -  ^  ••  03  -  CB  •  AD 

AC  .  AD  +  CB  ♦  CA  +  AC»  CA 
Cß. 
?C  +  CA- 
CB  .  AD) 


-^+  Cß.AD 

^       AC.(BC  +  CA  +  AD)  _ 
=  1  H -^ —  i  —  A  . 


Also 
(4)  (ACBD)=  1  -  (ABCD)  ^1~X. 

Ganz  ähnlich  beweist  man,  daß 

(ABCD)  X 

Als  Endresultat  ergeben  sich  demnach  folgende  sechs 
verschiedene  Werte,  von  denen  jeder  in  vierfadier  Weise 
geschrieben  werden  kajm: 
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(ABCD)  =  A  (ABDC)=y 

(ACDB)=^4l 
(ADCB)=-^-^  (ADBC)=^~"^ 


Das  Doppelverhältnis  als  Koordinate. 

25.  Halten  wir  jetzt  von  den  vier  Punkten  AB  CD 
drei,  etwa  A,  B,  C,  fest,  während D  die Puuktreihe durch- 
wandert, so  wird  das  Doppelvcrhältnis  (AB CD)  für  jede 
Lage  von  D  einen  bestimmten  Wert  annehmen.  Fällt  ins- 
besondere D  in  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Punkt- 
reihe, den  wir  mit  Doo  bezeichnen  wollen,  so  ergibt  sich 

,.,.^T.   X       ^C    ADoo      AC 
(ABCD.)  =  -:— =  ^, 

AD 

weil  der  Quotient  — =r^  =  1  nach  19.   Es  reduziert  sich 

BDoo 
also  für  diesen  Punkt  das  Doppelverhältnis  auf  ein  ein- 
faches Streckenverhältnis.   Es  wird  aber  ferner  auch  jeder 
Zahlenwert  nur  bei  einer  Lage  des  Punktes  erreicht,  wie 
wir  aus  dem  folgenden  Satze  schließen: 
Satz  6.    „Sind  drei  Punkte  A,  B,  C  einer  Punktreihe 
gegeben,  sowie  ein  Zahlen  wert  A  von  bestimmten  Vor- 
zeichen, so  gibt  es  einen  und  nur  einen  Punkt  D  der 
Punktreihe,  welcher  mit  A,  B  und  C  ein  Doppel  Ver- 
hältnis (ABCD)==A  büdet." 
Denn  es  ist  für  diesen  gesuchten  Punkt  D 

..^^^x      ,      AC    AD      ,      AD      1    AC 
(ABCD)=-A  =  3^:^,also-  =  ^.— . 


T 
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Hier  muß  — -  mit  einem  bestimmten  Vorzeichen  ver- 
Jd  0 

AD 

sehen  werden  (vgl.  19.),  so  daß  anch  — -  der  Größe  und 

dem  Vorzeichen  nach  gegeben  ist,  also  wird  der  Punkt  D 
dadurch  eindeutig  festgelegt. 

Natürlich  gilt  der  eben  bewiesene  Satz  in  entsprechender 

Weise  auch  für  den  Strahlen-  und  Ebenenbüschel.    Hält 

man  drei  Elemente  eines  Grundgebildes  erster  Stufe  fest, 

so  kann  man  die  Lage  eines  vierten  beweglichen  Elementes 

festlegen  durch  den  Zahlenwert  des  Doppelverhältnisses, 

welches  dieses  vierte  Element  mit  den  drei  festen  büdet. 

Das  Doppelverhältnis   dient  also  als  Koordinate,   deren 

Zahlenwerte  die  einzelnen  Elemente  liefern. 

Aufgabe  3.    Gegeben  sind  die  Punkte  A,  B,  C  einer 

Punktrcilie  in   der  Anordnung   der  Figur  12.     Man 

untersuche  den  Verlauf  des  Doppelverhältnisses  (ABC  D), 

wenn  D  die  Punktreihe  durchläuft. 


Fig.  12. 

Eine  einfache  Betrachtung  liefert  f  olgende  Zusanu  neu - 
Stellung: 

D  im  Unendliclien :     .     .     .     (AßCD)  -  ^  ^ 


BC 


D  geht  vom  Unendlichen  bis  A: 

D  fällt  nach  A: 

D  geht  von  A  bis  B:      ... 

D  fällt  nach  B: 

D  geht  von  B  nach  C:  .     .     . 

D  fäUt  nach  C: 

D  geht  von  C  ins  Unendliche: 


+ 


0 
+ 

+ 
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"Wir  wollen  noch  ausdrücklich  bemerken,  daß  (AB CD) 
bloß  dann  den  "Wert  -f  1  annimmt,  wenn  der  bewegliche 
Punkt  D  nach  C  rückt. 
—  Man    führe  die   ent- 
sprechende     Betrachtung  /^^ 

durch    für    eine    andere  o'^^ '^  >    'v 

Anordnung    der    Punkte  of^.^     i  f    \^ 

A,  B,  C. 


^ 


Aufgabe  4.  Gegeben 
sind  drei  Punkte  A, 
B,    C    einer    Geraden 


4s         ^ 


(Fig.   13);    man    kon-  ^ 

struiere  einen  Punkt  D 
auf    der    Geraden,    so  Fig.  13. 

daß  (ABCD)=— f. 

Lösung.  Wir  ziehen  durch  C  irgend  eine  Gerade 
und  tragen  auf  ihr  die  entgegengesetzt  gerichteten  Strecken 
CA^  =  2  ,  CBj  =  3  ab  unter  Zugrundelegung  einer  ganz 
beliebigen  Maßeinheit,  konstruieren  den  Schnittpunkt  S 
der  Yerbindungslinien  AA^  und  BB^  und  ziehen  durch 
S  eine  Parallele  zu  A^  B^ ,  dann  schneidet  diese  Parallele 
die  gegebene  Gerade  im  gesuchten  Punkte  D.  Denn  wenn 
wir  C  gleichzeitig  mit  C^  bezeichnen,  den  unendlich  fernen 
Punkt  von  SD  dagegen  Dj  und  die  Strahlen  von  S  nach 
A,  B,  C,  D  der  Reihe  nach  a,  b,  c,  d  nennen,  so  ist  nach 
23.  bzw.  25. 

(abcd)  =  (ABCD)  =  A,B,CiD,  =  ^  =  -  | . 

Man  konstruiere  auch  noch  den  Punkt  E,  für  welchen 
(ABCE)=+|. 


r?1 
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§  9.    Das  harmonische  Doppelverhältnis.  ] 
Definition  harmonischer  Elemente. 

26.  Gehen  wir  von  drei  beliebigen  Punkten  A,  B ,  C  i 

einer  Punktreihe  aus,  so  können  wir  nach  Satz  6  immer  ' 

einen  und  nur  einen  Punkt  D  des  Trägers  finden,  für  ^ 

welchen  (ABCD)=  — 1.     Vier  solche  Punkte   haben  1 

besonders   wichtige    geometrische   Eigenschaften.     Wir  ] 
stellen  die  Definition  auf: 

„Yier  Punkte  A ,  B ,  0 ,  D  einer  Punktreihe  heißen  j 

harmonisch,  wenn  das  Doppelverhältnis  l 

(ABCD)=-1."  J 

Es  sind  die  Punkte  A  und  B  emerseits,  C  und  D  \ 

anderseits    einander    zugeordnet  und    aus    21.    folgern  1 

wir  unmittelbar,  daß  die  Punktpaare  A ,  B  und  C  ,  D  sich  : 

trennen.    Man  sagt  deswegen  wohl  auch,  daß  zwei  solche  \ 

Punktpaare  sich  harmonisch  trennen.  ] 

Ganz  entsprechend  sind   vier  harmonische  Strahlen 

a ,  b ,  c ,  d  eiues  Strahlenbüschels  oder  vier  harmonische  i 
Ebenen  (aßy  d)  eines  Ebenenbüschels  dadurch  definiert, 
daß  bezüglich  (a  b  c  d)  =  —  1  oder  (aßy  d)=  —  1. 

Die  6  Werte  von  Doppelverhältnissen,  welche  sich  \ 

nach  24.  aus  vier  Elementen  bilden  lassen,  reduzieren  : 

sich  bei  vier  harmonischen  Punkten ,  also  f ür  A  =  —  1 ,  i 

ersichtlich  auf  die  folgenden  3  Werte:  —  1,2,—. 

Natürlich  trennen  sich  auch  hier  wieder  die  beiden  \ 

Paare  von  zugeordneten  Elementen.     Femer  folgt  aus  \ 
Satz  5  von  23.  noch 

Satz  7.    „Yier  harmonische  Elemente  eines   Grundge-  • 

bildes  erster  Stufe  gehen  durch  die  Operationen  des  ^ 

Schneidens   und    Projizierens    stets    wieder    in   vier  \ 
harmonische  Elemente  über." 
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Konstruktion  harmonischer  Elemente. 

27.  Sind  drei  Punkte  A ,  B ,  C  einer  Punktreihe  ge- 
geben, so  gibt  es,  wie  wir  bereits  wissen,  bloß  einen 
Punkt  D,  der  zu  C  harmonisch  liegt  bezüglich  A  und 
B,  d.  h.  so  liegt,  daß 

(1)  (ABCD)=-1. 
Daraus  folgt  sofort 

(2)  ^=_^P 
^  ^  BC  BD* 

Die  Pimkte  C  und  D  teilen  also  die  Strecke  AB, 
abgesehen  vom  Yor- 
zeichen,  im  gleichen 
Verhältnis.  Diese  Be- 
merkimg liefert  fol- 
gende Konstruktion: 
Wir  ziehen  (Fig.  14) 
durch  die  gegebenen 
Punkte  A  und  B  zwei 
beliebige,  parallele  Ge- 
rade AA'  und  BB'  und  ,,.    .. 

big.  14. 

durch  C  eine  beliebige 

Linie,  welche  diese  Parallelen  in  X  und  Y'  trifft.  Schnei- 
den wir  dann  (mittels  des  Zirkels)  die  Strecke  B  Y  =  Y'B 
ab,  so  liefert  die  Yerbindungslinie  XY  im  Schnittpunkt 
mit  g  den  gesuchten  Punkt  D .  Mißt  nämlich  die  Strecke 
AX  m  Längeneinheiten,  die  Strecke  BY  und  die  ihr 
gleiche  Y'B  n  Längeneinheiten,  wobei  m  und  n  positive 
Zahlen,  so  ist  mit  Rücksicht  auf  die  Vorzeichen 

AC  m       ,  AD  m        . 

_=__  und  --=  +  -, 

also  in  der  Tat  die  Bedingung  (2)  und  folglich  auch  (1)  erfüllt. 


/ 
/ 
/ 
/ 
/ 

/ 

— i 

V— ^ 

V 

^ 

^ 
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Nehmen  wir  in  Figur  15  an,  die  gegebenen  Punkte 
liegen  so,  daß  C  die  Mitte  der  Strecke  AB,  dann  wird 
offenbar  m  =  n  und  XY  parallel  zu  g,  der  Pimkt  D 
rückt  ins  Unendliche,  also 

Satz  8.  „Die  Mitte  C  einer  Strecke  AB  und  der  un- 
endlich ferne  Punkt  D  des  Trägers  der  Strecke  sind 
vier  harmonische  Punkte." 

Projizieren  wir  diese 
vier  harmonischen  Punkte 
aus  einem  Punkte  S,  so 
erhalten  wii'  nach  Satz  4 
vier  harmonische  Strahlen 
a,   b,   c,   d.     Man    be- 
nutze diese  Betrachtungen 
zur  Lösung  der 
Aufgabe  5.     Gegeben  sind  drei  Strahlen  a,  b,  c  eines 
Büschels;  man  konstruiere  den  vierten  harmonischen 
Strahl  d  zu  c  bezügUch  a  und  b . 
Ein  einfacher  Satz  über  harmonische  Strahlen  ergibt 
sich  femer   durch  folgende  Betrachtung:  Ist  ABC   ein 
Dreieck  und  halbiert  man  den  Winkel  bei  A  sowie  dessen 
Nebenwinkel  durch  Linien,   welche  die  Seite  BC   be- 
ziehungsweise in  D  und  E  treffen,   so  teilen  nach  be- 
kannten planimetrischen  Sätzen  die  Punkte  D  und  E  die 
Seite  BC  im  Verhältnis  der  anliegenden  Dreiecksseiten; 
also  liegen  B,  C,  D,  E  harmonisch,  es  ist  (BCDE)  =  —  1 
und  es  sind  auch  die  aus  A  nach  diesen  Punkten  zielenden 
Strahlen  harmonisch,  so  daß  wir  erhalten 
Satz  9.   „Irgend  zwei  Strahlen  und  die  zwei  Halbierungs- 
linien der  von  ihnen  gebildeten   Winkel  bilden  ein 
harmonisches  Quadrupel.     Die  letzteren    beiden    zu- 
geordneten Strahlen  stehen  aufeinander  senkrecht." 
Aufgabe  6.     Man  büde  eine  ümkehrung  dieses  Satzes. 
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§.  10.    Das  vollständige  Viereck  und  Vierseit. 

Geometrische  Definition  von  vier  harmonischen 
Punkten. 

28.  Vier  harmonische  Punkte  lassen  sich  nun  nicht 
bloß  durch  die  analytische  Beziehung  definieren,  daß  ihr 
Doppel  Verhältnis  den  Zahlenwert  —  1  besitzt,  sondern 
auch  durch  eine  rein  geometrische,  durch  eine  Lagen- 
beziehung, wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

Sind  vier  Punkte  E ,  F ,  G ,  H  in  einer  Ebene  ganz 
beliebig  gegeben  (Fig.  IGa  oder  Fig.  16b),  so  bestimmen 


S<K 


Fig.  IGa. 


Fig.  16  b. 


sie  zunächst  sechs  Linien,  welche  je  zwei  dieser  vier 
Punkte  verbinden.  Die  Gesamtheit  dieser  sechs  Linien 
nennen  wir  das  „vollständige  Viereck"  der  Punkte  E, 
F,  G,  H.  Die  sechs  Linien  heißen  die  „Seiten",  die 
Punkte  E,  F,  G,  H  die  „Ecken"  des  Viereckes.  Zu 
jeder  Seite  des  vollständigen  Viereckes,  z.  B.  zur  Ver- 
bindungslinie EF  oderl  können  wir  eine  zweite,  in  diesem 
Falle  die  Verbindungslinie  GH  oder  1'  finden  derart,  daß 
zwei  solche  Seiten  zusammen  alle  die  vier  gegebenen 
Ecken  des  Viereckes  enthalten.  Wir  nennen  zwei  solche 
Seiten   „Gegenseiten"   des  vollständigen   Viereckes  und 
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erhalten  augenscheinlich  drei  Paare  von  Gegenseiten, 
1,  r,  m,  m',  n,  n'.  Je  zwei  zusammengehörige  Gegen- 
seiten liefern  endlich  noch  einen  Schnittpunkt,  nämlich 
1  und  V  den  Punkt  L ,  m  und  m'  den  Punkt  M  und  n 
imd  n'  den  Punkt  N .  Diese  drei  Punkte  L ,  M ,  N  heißen 
„Nebenecken"  des  Yiereckes. 

Der  Zusammenhang  dieser  Figur  mit  harmonischen 
Punkten  wird  nun  hergestellt  durch  folgenden 

Satz  10.  „Haben  vier  Punkte  L ,  M ,  C  ,  D  einer  Geraden 
die  Eigenschaft,  daß  durch  L  ein  erstes  Paar  von 
Gegenseiten  eines  vollständigen  Viereckes,  durch  M 
ein  zweites  Paar  von  Gegenseiten  hindurchgeht,  während 
durch  C  und  D  die  Seiten  des  letzten  Paares  von 
Gegenseiten  laufen  (Fig.  16),  so  liegen  die  vier  Punkte 
L,  M,  C,  D  harmonisch." 

Denn  ist  N  die  letzte  Nebenecke  des  vollständigen 
Vierecks,  also  der  Schnittpunkt  von  EG  und  FH,  so 
hat  man 

(1)  (LMCD)-(EGND), 

wie  sich  ergibt,  wenn  man  die  links  stehenden  Punkte 
aus  dem  Punkte  F  auf  n' projiziert  (Satz  2  S.  37).  Projiziert 
man  aber  die  letzten  vier  Punkte  aus  H  auf  LM ,  so  wird 

(2)  (EGND)  =  (MLCD), 
also  folgt 

(3)  (LMCD)  =  (MLCD). 
Anderseits  zeigt  aber  die  Rechnung,  daß  allgemein 

(MLCD)  =  ^ , 

mithin  in  (3) 

(L  M  C  D)"^  =  1  , 
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Es  kann  also  das  Doppel  Verhältnis  der  vier  Punkte 
L,  M,  C,  D  bloß  die  Werte  + 1  oder  —  1  haben.  Der 
Wert  +  1  ist  aber  ausgeschlossen,  da  er  nach  25. 
Aufgabe  3  bloß  erreicht  wird,  wenn  von  den  vier 
Punkten  des  Doppelverhältnisses  zwei  zusammenfallen. 
Dies  ist  in  unserer  Figur  jedoch  nicht  möglich.  Es  muß 
folglich  sein 

(LMCD)  -  -  1  , 

d.  h.  die  vier  Punkte  liegen  harmonisch. 

Es  sind  dann  auch  E,  G,  N,  D  vier  harmonische 
Punkte  und  die  Strahlen  von  F  oder  H  aus  nach  ihnen 
sind  ebenfalls  harmonisch. 

Wir  benutzen    diese  Eigenschaft    des  vollständigen 
Vierecks,  um  eine  zweite  Lösung  zu  gewinnen  für  die 
Aufgabe  7.     Gegeben  sind  drei  Punkte  A,  B,  C  auf 
einer  Geraden;  zu  0  den  vierten  harmonischen  bezüg- 
lich A  und  B  zu  konstruieren. 

Wir  ziehen  (Fig.  17) 
durch  den  gegebenen 
Punkt  0  eine  beliebige 
Gerade,  wälüen  auf  ihr 
irgend  zwei  Punkte  E 
und  F,  ziehen  die  Ver- 
bindungslinien EA,  EB, 
sowie  FA  und  FB.  Ist 
dann  G  der  Schnittpunkt 
von  FA  und  BE,  ferner 
H  der  Schnittpunkt  von 
FB  und  AE,  so  liefert 
GH  auf  der  gegebenen  Geraden  den  vierten  harmonischen 
Punkt  D.  Der  Beweis  ergibt  sich  sofort  aus  der  Be- 
trachtung des  vollständigen  Vierecks  EFGH. 

Doehlemann,  Projoktive  Geometrie.  4 


Fig.  17. 
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Natürlicli  kann  man  die  vorschiedenston  Vierecke  ' 
zur  Konstruktion  benutzen.  In  der  Figur  ist  noch  ein  ; 
zweites  Viereck  E^  F^  G^  Hj  gezeichnet.  Es  muß  dann  l 
Gl  H^  durcli  den  gleichen  Punkt  D  gelien.  j 

Diese  Konstruktion  erfordert  bloß  das  Ziehen  von  \ 
geraden  Linien^  ist  also  mittels  des  Lineals  allein  aus-  \ 
führbar,  während  bei  der  in  27.  gegebenen  Lösung  auch  \ 
der  Zirkel  benutzt  werden  mußte.  \ 

Liegen  umgekehrt  vier  harmonische  Punkte  A,  B,  j 
C ,  D  gegeben  vor  und  zeichnet  man  in  der  eben  durch-  l 
geführten  Weise  zu  A  und  B  den  vierten  harmonischen  t 
bezüglich  0,  so  muß  dieser  mit  D  zusammenfallen.  1 

Zu  bemerken  ist  noch,  daß  in  bezug  auf  das  voll-  ' 
ständige  Viereck  die  beiden  Punktpaare  der  harmo-  ] 
nischen  Gruppe  eine  verschiedene  Eolle  spielen,  indem  i 
nämlich  A  und  B  Nebenecken  sind,  während  durch  C  ^ 
und  D  die  Gegenseiten  laufen.  Wir  wissen  aber  schon  ; 
aus  dem  Früheren  (20.),  daß  von  den  beiden  Punktpaaren 
in  einem  Doppelverhältnis  keines  vor  dem  anderen  aus-  5 
gezeichnet  ist.  Für  die  harmonischen  Punkte  wäre  diese  \ 
Gleichberechtigung  der  beiden  Paare  auch  geometrisch  i 
durch  Konstruktion  eines  zweiten  Viereckes  leicht  zu  ; 
erweisen. 

Aufgabe  8. 


Die  Strahlen  a ,  b , 


Fig.  18. 


0  eines  Büschels  sind 

gegeben;  zu  c  den  vierten 

harmonischen    bezüglich   a 

und  b  zu  konstruieren. 

AVir  wählen  auf  c  einen 

Punkt  N   beliebig   (Fig.  18), 

ziehen  durch  ihn  irgend  zwei 

Gerade  E  G  und  H  F,  bringen 

EF  und  IIG  in  L  zum  Schnitt, 
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dann  ist  SL  der  verlangte  Strahl  d.  Die  Konstruktion 
erfordert  bloß  das  Ziehen  von  geraden  Linien,  ist  „linear", 
wie  wir  sagen. 

Geometrische  Definition  von  vier  harmonischen 
Strahlen. 

29.  Irgend  vier  Gierade  e,  f,  g,  h  einer  Ebene  be- 
stimmen ein  „vollständiges  Yierseit".  Es  hat  6  Ecken, 
nämlich  die  sämtlichen  Schnittpunkte,  welche  je  zwei 
der  vier  Gleraden  lie- 
fern. Dieselben  grup- 
pieren sich  zu  3  Paa- 
ren von  „Gegenecken" 
L,  L',  M,  M',  N,N' 
(Fig.  19  a  oder  b)  in 
der  Art,  daß  durch  ein 
Paar  solcher  Gegen- 
ecken z.  B.  N,  N'  alle 
vier  Seiten  des  Yier- 
seits  hindurchgehen. 
Je  zwei  Gegenecken 
können  wir  durch  eine 
Gerade  verbinden  und 
erhalten  so  drei  „Ne- 
benseiten 1,  m,  n"  des 
vollständigen  Yierseits. 

Das  vollständige 
Vierseit,  das  nach  dem 
Gesetz  der  Dualität 
der  Ebene  (7  a)  dem 
vollständigen  Viereck 
entspricht,  gibt  die 
Möglichkeit,  vier  liar-  Fig.  lOb. 

4* 


Fig.  19  a. 
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üionische  Strahlen  rein  geometrisch  zu  definieren  durch 
folgenden 

Satz  11.  „Haben  vier  Strahlen  1,  m,  c,  d,  die  einem 
Strahlenbüschel  X  angehören ^  die  Eigenschaft,  daß 
auf  1  ein  erstes  Paar  L,  L'  von  Gegenecken  eines  voll- 
ständigen Yierseits  e,  f,  g,  h,  auf  m  ein  zweites  Paar 
M,  M'  von  Gegenecken  gelegen  ist,  v^^ährend  die  Strahlen 
c  imd  d  das  dritte  Paar  N,  W  von  Gegenecken  enthalten 
( Fig.  1 9),  so  liegen  die  vier  Strahlen  1,  m,  c,  d  harmonisch." 

Zum  Beweise  seien  D  und  D'  die  Schnittpunkte  von 
d  mit  f  und  h ;  bringen  wir  nun  die  Strahlen  1 ,  m ,  c ,  d 
mit  f  zum  Schnitt  und  projizieren  die  Schnittpunkte  aus 
N',  so  ergibt  sich 

(Imcd)  =  (LM'NÜ)  =  (egnd). 
Schneiden    wir    die    letzteren    4    Stralilen    mit   h    und 
projizieren  die  Schnittpunkte  aus  X,  so  wird 

(egnd)  =  (ML'ND')  =  (mied)  =  ^^y 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt  wieder 

(lmcd)2  =  1 
und  daher  unter  Anwendung  der  gleichen  Schlußweise 
wie  oben 

(Imcd)  ==  —  1. 

Als  Übung  mag  das  vollständige  Yierseit  ermittelt 
werden,  zu  welchem  die  in  Aufgabe  8  konstruierten 
harmonischen  Strahlen  die  soeben  beschriebene  Lagen- 
beziehung  haben. 

Diese  rein  geometrische  Eigenschaft  harmonischer 
Punkte  bzw.  Stralüen  benutzt  die  Geometrie  der  Lage, 
um  die  harmonischen  Gebüde  zu  definieren  und  ihre 
Beziehungen  abzuleiten,   wie  hier  nicht  weiter  erörtert 
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werden  soll;  das  Doppelverhältnis  von  vier  Elementen 
dagegen  in  der  hier  gegebenen  Definition  muß  sie  von 
ihi-en  Betrachtungen  ausscliließen  wegen  der  darin  vor- 
kommenden Strecken  oder  Winkel.  Den  Inbegriff  von 
irgend  vier  Elementen  eines  Grundgebildes  erster  Stufe 
bezeichnet  man  in  der  Greometrie  der  Lage  nach  v.  Staudt 
als  einen  „Wurf". 

Um  eine  Anwendung  dieser  Betrachtungen  zu  geben, 
beweisen  wir  noch  folgenden  Satz: 

Hat  man  in  einer  Ebene  zwei  gerade  Linien  a  und  b 
und  einen  Punkt  S  und 
legen  wir  durch  S  be- 
liebige Gerade,  welche 
a  und  b  je  in  A,  B, 
A',  B',  usw.  schneiden 
(Fig.  20);   ziehen  wir 
ferner  AB'  und  A'B, 
welche  einen  Punkt  D 
liefern,  A'B"  und  A"B', 
welche     sich    in    D' 
schneiden  usw.,  so  liegen  alle  so  konstruierten  Punkte  D 
auf  emer  Geraden,  welche  auch  den  Schnittpunkt  F  der 
gegebenen  Geraden  a  und  b  enthält. 

Denn  verbinden  wir  F  mit  S  und  D  und  nennen  diese 
btrahlen  s  und  d,  so  sind  a,  b,  s,  d  vier  harmonische 
strahlen,  wie  sich  aus  dem  Viereck  A  A'  B'  B  er- 
gibt, also  (a  b  s  d)  =  -  1 .  Zu  den  drei  Strahlen  a ,  b ,  s 
gibt  es  aber  bloß  einen  vierten  harmonischen,  also 
müssen  alle  Punkte  D  auf  einem  Strahl  durch  F  liegen. 
Aufgabe  9.  Gegeben  sind  in  einer  Ebene  zwei  Gerade 
a  und  b ,  deren  Schnittpunkt  nicht  mehr  gezeichnet 
werden  kann,  iiiid  ein  Punkt  D.    Man  soll  diesen  Punkt 


Fig.  20. 
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D   mit  dem  unzugänglichen  Schnittpunkt  durch  eine  J 
Gerade  verbinden.  | 

AVir  benutzen  den  eben  bewiesenen  Satz  und  ziehen  ^ 
durch  D  (vgl.  Fig.  20)  irgend -z\vei  Gerade  AB'  und  \ 
k'  B .  Dann  liefern  A  B  und  A'  B'  einen  Punkt  S .  Irgend  ^ 
eine  durch  S  weiter  gezogene  Gerade,  welche  a  und  b  | 
in  k"  und  B''  trifft,  bestimmt  einen  Punkt  D',  der  mit  | 
D  verbunden  die  gesuchte  Gerade  gibt.  \ 

§  11.  Metrische  Relationen  bei  harmonischen  Gebilden.  | 

30.  Sind  A,  B,  C,  D  vier  harmonische  Punkte,  so  1 
ist  also  (AB CD)  =  —  1  oder  | 

AG AD  I 

BC~~BD*  I 

Ist  weiter  (Fig.  21)  M  die  Mitte  der  Strecke  ABjji 

so  können  wir  die  letzte  Gleichung  auch  schreiben:  . 

AM  +  MC      DM  +  MA  | 

BM  +  MC""BM  +  MD*  1 

Multipliziert  man  aus,  so  ergibt  sich  unter  Eücksicht| 

auf  die  Gleichung  AM  =  MB  | 

(1)  MC.MD  =  MA2  =  MB2.  | 


Fig.  21. 
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Dies  liefert  einen  leicht  in  Worte  zu  fassenden  Satz 
über  harmonische  Punkte.  Ist  umgekehrt  Grieichung  (1) 
erfüllt,  so  liegen  die  Punkte  harmonisch. 

Legen  wir  durch  die  Punkte  C  und  D  irgend  einen 
Kreis  und  von  M  aus  eine  Tangente  an  ihn,  so  ist 
MC  •  MD  die  Potenz  des  Punktes  M  in  bezug  auf  diesen 
Kreis  und  gleich  dem  Quadrat  der  Tangente.  Wird  der 
Berührungspunkt  der  Tangente  mit  T  bezeichnet,  so  hat 
man  demnach 
(2)  MT2  =  M0.MD. 

Aus  (1)  und  (2)  folgt 

MT  =  MA  =  BM, 
d.  h.  T  liegt  auf  dem  Kreise  über  AB  als  Durchmesser. 
Die  Tangenten  an  die  beiden  Kreise  in  T  stehen  also 
auf  einander  senkrecht  oder  anders  ausgedrückt:  die  beiden 
Kreise  schneiden  sich  rechtwinkelig  oder  orthogonal. 
Damit  ist  bewiesen: 

Satz  12.  „Sind  A,  B,  C,  D  vier  harmonische  Punkte, 
so  schneidet  jeder  Kreis  durch  die  beiden  zuge- 
ordneten Punkte  C  und  D  den  über  AB  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreis  orthogonal." 

Aufgabe  10.  Sind  a ,  b  ,  c ,  d  vier  harmonische  Strahlen, 
so  daß  also  (ab cd)  =  —  1,  und  ist  m  einer  der 
Strahlen,  welche  den  Winkel  von  a  und  b  halbieren, 
so  beweise  man  die  der  Gleichung  (1)  entsprechende 
Relation 

ig  (m  c)  .  tg  (m  d)  =  tg2  (m  a)  =  tg2  (m  b) . 


m.  Abschnitt. 

Die  projektive  Beziehung  der  einförmigen 
Grundgelbilde. 


§  12.    Die  konstruktive  Behandlung  der  projektiven   \ 
Beziehung.  l 

Definition  projektiver  Grundgebilde.  t 

31.  An  Perspektiven  Gmndgebilden  erster  Stufe  haben  ; 
wir  im  I.  Abschnitt  zweierlei  Eigenschaften  als  charakte-  ; 
ristisch  erkannt:  die  Eigenschaft  der  Lage  (14.)  und  die  -j 
daraus  sich  ergebende  metrische  Eigenschaft  der  Gleich-  ■ 
heit  der  Doppelverhältnisse  von  je  vier  entsprechenden 
Elementen  (23.).  Denken  wir  uns  nun  in  zwei  Perspektiven  ^ 
Grnndgebilden  erster  Stufe,  z.  B.  zwei  Punktreihen  g  und  j 
gl  (Fig.  6),  die  sämtlichen  entsprechenden  Punkte  wie  ] 
A  und  Ai ,  B  und  B^  usw.  in  irgend  einer  "Weise  an  den  -:^ 
(etwa    als    materiell    gedachten)    Punktreihen    markiert  '}^ 
Heben  wir  nun  den  geometrischen  Zusammenhang  zwischen  ■ 
den  Punktreihen  g  und  g^  und  dem  Strahlenbüschel  S  ^ 
auf,  indem  wir  g  und  g^  in  irgend  eine  beliebige  Lage  i 
bringen.  Während  dadurch  die  Perspektive  Lagenbeziehung 
zerstört  wird,  bleibt  die  metrische  Eigenschaft  nach  wie 
vor  erhalten.     Wir  nennen  die  Punktreihen  dann  noch 
„projektiv",    wofih'    aucli    das     Zeichen    A     gebraucht 
wird.    Allgemein  stellen  wir  auf  als 
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Definition:    „Zwei   Griindgebilde   erster  Stufe  heißen 
projektiv,  wenn  sie  eindeutig,  Element  für  Element, 
dadurch  aufeinander  bezogen  sind,  daß  je  vier  Elemente 
des  einen  Gebildes  und  die  vier  entsprechenden  des 
anderen  das  gleiche  Doppelverhältnis  bilden." 
Um  uns  solche  projektive  Grrundgebilde  zu  verschaffen, 
steht  uns  zunächst  kein  anderes  Mittel  zu  Gebote,  als 
daß  wir  zwei  Grundgebilde  perspektiv  aufeinander  be- 
ziehen und  dann  gewissermaßen  „auseinandernehmen". 
Es  ist  aber  leicht,  auch  direkt  eine  projektive  Beziehung 
zwischen  zwei  Grundgebilden  erster  Stufe  zu  vermitteln. 

Konstruktion  projektiver  Punktreihen. 

32.  Wir  führen  dies  zunächst  durch  für  zwei  Punkt- 
reihen, deren  Träger  g  und  g^  sich  in  einer  Ebene  be- 
finden mögen.  Irgend  drei  beliebigen  Punkten  A ,  B ,  C 
auf  g  ordnen  wir  drei  beliebige  Punkte  Aj^ ,  B^ ,  G^  auf 
gl  zu.  Wir  verbinden  (Fig.  22)  A  mit  A^  und  wählen 
auf  dieser  Verbindungslinie  zwei  beliebige  Punkte  S  und 
Sj .  Die  Linien  SB  und  S^B^  mögen  sich  in  B ,  SC  und 
Si  Gl  in  C  schneiden.  Weiter  legen  wir  durch  B  und  C 
eine  Linie  p ,  welche  AA^  in  A  treffen  möge.  Zu  einem 
beliebigen  Punkte  D  von  g  verschaffen  wir  uns  jetzt 
einen  entsprechenden  auf  g^  in  folgender  Weise:  SD 
trifft  p  in  D ,  und  S^  D  schneidet  g^  in  einem  Punkte  D^ , 
der  dem  Punkte  D  zugewiesen  wird.  Dann  ist  offenbar 
für  jede  Lage  von  D  nach  den  Sätzen  von  23. 
(ABCD)  =  (AiBiCiDi)  =  (ABCD). 

Beschreibt  D  die  eine  Punktreüie,  so  durchwandert 
Dj^  die  andere  und  es  sind  immer  die  Büschel  S  und  Sj 
je  perspektiv  zur  Punktreihe  A  ,  B ,  C  ...  auf  p  mid  also 
auch  zueinander  perspektiv.     Es    bilden    folglich  auch 
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irgend  vier  Punkte  auf  g  und  die  vier  entsprechenden 
auf  g^  das  gleiche  Doppelverhältnis.  Damit  haben  wir 
in  der  Tat  projektive  Punktreihen  konstruiert  und 
gleichzeitig  gefunden,  daß  wir  drei  Paare  entsprechender 
Punkte  beliebig  annehmen  können.  Dadurch  ist  die 
projektive  Beziehung  gerade  bestimmt. 

^  I 


FJg  22. 


Ä.ufgabe  11.  Man  konstruiere  die  Punkte,  welche  den 
unendhch  fernen  Punkten  von  g  und  g^  bezüglich  ent- 
sprechen. —  Der  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  g 
und  gl  kann  als  Punkt  von  g  mit  E  und  als  Punkt 
von  gl  mit  F^  bezeichnet  werden.  Man  konstruiere  die 
beiden  entsprechenden  Punkte  E^  und  F  (siehe  Fig.  22). 

Konstruktion  projektiver  Strahlenbüschel. 

33.  Zwei  in  einer  Ebene  befindliche  Strahlenbüschel 
projektiv  aufeinander  zu  bezielien,  gelingt  durch  die  ent- 
sprechende duale  Betrachtung.    Wir  greifen  im  Büschel 
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S  drei  beliebige  Strahlen  a,  b,  c  heraus,  denen  wir  im 
Büschel  Si  drei  beliebige  Strahlen  %,  b^,  c^  zuordnen 
(b\.  23).  Durch  den  Schnittpunkt  von  a  imd  a^  ziehen 
^^dr  willkürlich  zwei  Gerade  g  und  g^  und  bringen  g  in 
A,  B,  C  zum  Schnitt 
mit  den  Strahlen  a, 
b,  c,  die  Gerade  g^ 
hingegen  mit  a^ , 
bi,  Ci  in  Ai,  Bi,  C^. 
Dann  liefern  die Yer  - 
bindungslinien  BB^ 
und  CC^  in  ihrem 

Schnitte  einen 
Funkt  P.  Zu  einem 
beliebigen  Strahl  d  Fig.  23. 

des  Büschels  S  fin- 
den wir  nun,  wie  folgt,  den  entsprechenden:  d  trifft  g  in 
D,  DP  schneidet  g^  in  D^  und  S^D^  ist  der  entsprechende 
Strahl  dj^  im  Büschel  S^ . 

Leicht  erkennt  man,  daß  wieder 

(a  b  c  d)  =  (%  b^  c^  d^)  . 
Die  Punktreihen  auf  g  und  g^ ,  welche  durch  entsprechende 
Strahlen  der  Büschel  S  und  S^  ausgeschnitten  werden, 
sind  perspektiv. 

Aufgabe  12.    Man  zeichne  in  den  beiden  projektiven 
Büscheln  die  Strahlen  e^  und  f ,  welche  dem  Yerbindungs- 
strahl  SSi  entsprechen,  wenn  dieser  als  e  und  f^  ge- 
nommen wird. 
Um  eine  Punktreihe  und  einen  Strahlenbüschel  pro- 
jektiv aufeinander  zu  beziehen,  schneiden  wir  den  Büschel 
mit  einer  Geraden  in  einer  Punktreihe  und  beziehen  diese 
auf  die  gegebene  Punktreihe. 
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Wären  ein  Ebenenbüschel  und  ein  Strahlenbüschel  in, ! 
projektive  Beziehung  zu  setzen,  so  bringen  wir  die  Ebene  l 
des  Strahlenbüschels  zum  Schnitt  mit  dem  Ebenenbüschel  i 
und  beziehen  die  beiden  Strahlenbüschel  projektiv  auf-  | 
einander,  "  | 

Zusatz.  Statt  durch  eine  geometrische  Konstruktion^ 
können  wir  uns  die  projektive  Beziehung  auch  von  i 
Anfang  an  durch  eine  Doppelverhältnisrelation  festge-  | 
legt  denken.  Sind  z.  B.  g  und  g^  die  Träger  zweier  1 
Punktreihen  und  A,  B,  C  sowie  A^,  B^,  C^  beliebig  \ 
auf  ihnen  ausgewählt,  so  bildet  ein  beliebiger  Punkt  D  ] 
auf  g  mit  A,  B,  C  ein  Doppelverhältnis  von  bestimm-  ] 
tem  Wert  (AB CD)  =  X.  Dann  gibt  es  auf  g^  einen  l 
Punkt  Dl,  für  welchen  (AiBiCiDi)  =  k .  Dies  ist  der  ^ 
D  entsprechende  Punkt  D^ .   Es  gilt  also  die  Beziehung  I 

(ABCD)  =  (AiBiCiDi).  | 

Die  angeführten  Konstruktionen  lehren,  Elemente  zu  ^ 
finden,  die  stets  dieser  oder  einer  entsprechenden  Be-  'i 
Ziehung  genügen.  | 

Es  drängt  sich  aber  noch  die  Frage  auf:  Ist  vielleicht  I 
die  soeben  direkt  begründete  projektive  Beziehimg  all-  I 
gemeinerer  Art  als  die  Beziehung,  in  der  zwei  perspek-  'l 
tive  Grundgebilde  stehen,  nachdem  ihre  gegenseitige  Lagen-  { 
beziehung  aufgehoben  ist?  t 

Dies  ist  bei  den  G-rundgebilden  erster  Stufe  in  der  « 

Tat  nicht  der  Fall.    Denn  wir  woUen  im  folgenden  Para-  i 

graphen  zeigen,  daß  sich  zwei  projektive  Grundgebüde  ! 

erster  Stufe  stets  in  Perspektive  Lage  bringen  (perspektiv  \ 

,,orientieren")  lassen.  | 
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§  13.    Die  Perspektive  Orientierung  projektiver 
Grrundgebilde  erster  Stufe. 

Projektive  Punktreihen,  in  Perspektive  Lage 
gebracht. 
34.  Liegen  zwei  in  der  soeben  beschriebenen  Weise 
projektiv  aufeinander  bezogene  Punktreihen  g  und  g^  vor, 
in  denen  also  vier  beliebigen  Punkten  der  einen  vier  Pimkte 
der  anderen  entsprechen  vom  gleichen  Doppelverhältnis, 
so  seien  E  und  E^  irgend  zv^ei  einander  entsprechende 
Punkte.  Dann  gilt  für  drei  weitere  entsprechende  Punkt- 
paare A,Ai,  B,Bi,  C,Ci  die  Eelation 

(1)  (ABEC)  =  (AiBiEiCi) . 

Bringen  wir  nun  g  und  g^  in  eine  solche  gegenseitige 
Lage,  daß  E^  auf  E  zu  liegen  kommt,  während  die  Träger 
g  und  gl  selbst  nicht  zusammenfallen.  Wir  verbinden  A 
mit  Ai ,  B  mit  B^  und  zeichnen  den  Schnittpunkt  S  dieser 
Yerbindungsstrahlen*).  Daim  geht  auch  die  Linie  00^ 
durch  diesen  Punkt  S.  Denn  angenommen,  die  Ver- 
bindungslinie SCi  treffe  g  in  C ,  so  ist  nach  23.   Satz  2 

(2)  (ABECO  =  (AiBiEiCi) , 
also  mit  Rücksicht  auf  (1) 

(3)  (ABEC)  =  (ABECO  • 

Dann  muJ3  aber  notwendig  C  mit  C  zusammenfallen,  also 
C'  =  C  sein;  denn  es  gibt  nach  25.  nur  einen  Punkt  C, 
der  mit  A,  B  und  E  ein  Doppelverhältnis  von  gegebenem 
Werte  (ABEC)  bildet.    Ganz  in  der  gleichen  Weise  zeigt 

*)  Es  wird  dem  Leser  geraten,  die  Figuren  nach  den 
Angaben  des  Textes  stets  selbst  zu  entwerfen,  auch  wenn 
sie  beigedruckt  sind.  Es  erleichtert  das  Verständnis  ungemein, 
wenn  man  die  Figur,  Schritt  für  Schritt  der  Entwicklung 
toigend,  erst  allmählich  entstehen  sieht. 
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man,  daß  jede  Yerbiiulungslinie  irgend  zweier  anderer 
entsprechender  Punkte,  wie  D  und  D^  usw.,  auch  immer 
durch  den  Punkt  S  gehen  muß.  Die  beiden  Punktreihen 
sind  also  dargestellt  als  Schnitte  des  Büschels  S,  sie  sind 
in  Perspektive  Lage  gebracht. 

Dies  ist  offenbar  noch  auf  unendlich  verschiedene 
Arten  möglich,  da  ja  nur  nötig  war,  irgend  zwei  ent- 
sprechende Punkte  der  projektiven  Punktreihen  im  Schnitt- 
punkt der  beiden  Träger  zur  Deckung  zu  bringen.  Der 
Punkt  S  heißt  auch  das  „Zentrum  der  Perspektivität". 
Wir  erhalten  also  den 

Satz  13.  „Hat  man  zwei  projektive  Punktreihen  g  und 
gl  und  liegen  im  Schnittpunkte  der  beiden  Träger  ent- 
sprechende Punkte  der  Punktreihen  vereinigt,  während 
die  Träger  g  und  g^  selbst  nicht  zusammenfallen,  so 
sind  die  beiden  Punktreihen  perspektiv,  d.  h.  alle 
Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  von  g  und 
gl  laufen  durch  einen  Punkt,  das  Zentrum  der  Per- 
spektivität." 

Projektive  Strahlenbüschel,  in  Perspektive 
Lage  gebracht. 

35.  Um  zwei  in  einer  Ebene  befindliche  projektive 
Strahlenbüschel  S  und  Sj  in  Perspektive  Lage  zu  bringen, 
greifen  wir  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen  e  und  e^ 
heraus  und  bringen  sie  zur  Deckung,  jedoch  so,  daß  S^ 
und  Si  nicht  aufeinander  zu  liegen  kommen.  Dann  zeigt  | 
die  duale  Betrachtung,  daß  die  Büschel  perspektiv  liegen.  | 
Dies  liefert  den 

Satz  14.  „Liegen  zwei  in  einer  Ebene  befindliche  pro-^ 
jektive  Strahlenbüschel  so,  daß  in  der  Yerbindungsliniei 
ihrer  Mittelpunkte  entsprechende  Strahlen  der  beiden-! 
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Büschel  vereinigt  sind,  während  die  Mittelpunkte  nicht 
zusammenfallen,  so  sind  die  Büschel  „perspektiv",  d.  h. 
alle  entsprechenden  Strahlen  schneiden  sich  auf  einer 
Geraden,  der  »Achse  der  Perspektivität«." 
Die  Aufgabe,  eine  Punktreihe  und  einen  zu  ihr  pro- 
jektiven Strahlenbüschel  perspektiv  zu  legen,   verlangt, 
den  Büschel  so  zu  orientieren,  daß  drei  Strahlen  a,  b,  c 
durch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  A,  B,  C   der 
Punktreihe  gehen.    (Beweis!)    Dies  ist  auf  Glrund  plani- 
metrischer  Sätze  leicht  durchführbar. 

Mehr  Schwierigkeiten  bietet  es,  einen  Stralilenbüschel 
und  einen  zu  ihm  projektiven  Ebenenbüschel  in  Perspek- 
tive Lage  zu  bringen.  Wir  übergehen  die  Lösung,  da  sie 
für  das  Folgende  ohne  Belang  ist. 

§  14.    Anwendungen. 

36.  Fügen  wir  bei,  daß  die  in  §  12  durchgeführten 
BetrachtungennochmancheSpezialisierun gen  zulassen. 
So  kann  man  z.  B.  bei  der  Konstruktion  der  projektiven 
Punktreihen  in  32.  die  auf  dem  Yerbindungsstrahl  AA^ 
noch  ganz  behebig  angenommenen  Punkte  S  und  S^  auch 
so  wählen,  daß  S  nach  A^  und  S^  nach  A  fällt.  Dann  hat 
man  zur  Durchführung  der  gleichen  Betrachtung  wie 
damals  die  Linienpaare 

zu  benutzen,  deren  erstes  einen  Punkt  B,  das  zweite  einen 
Punkt  C  liefert  (Fig.  24),  während  die  Yerbindungslinie 
BC  der  Perspektive  Schnitt  der  Büschel  A  und  A^  ist, 
den  wir  mit  p^  bezeichnen  wollen.  Irgend  zwei  ent- 
sprechende Punkte  D  und  D^  der  projektiven  Punktreihen 
sind  daraus  zu  erhalten,  daß  das  Linienpaar 
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einen  auf  p^  gelegenen  Schnittpunkt  I)  besitzt.  Konstruiert 
man  jetzt  meder  die  dem  Schnittpunkt  von  g  und  g^  ent- 
sprechenden Punkte,  so  liefert  die  Figur  unmittelbar  das 
Ergebnis,  daß  dies  die  Punkte  E^  und  F  sind,  in  denen 
Po  den  Trägern  g^  und  g  begegnet. 


Fig.  24. 

Ist  nun  die  projeldive  Beziehung  von  g  und  gj  ge- 
geben, so  sind  damit  diese  Punkte  E^  und  F  und  also 
auch  Po  bestimmt.  Ebensogut  wie  nach  A  und  A^  hätten 
wir  die  Hilfspimkte  Sj  und  S  aber  auch  nach  B  und  Bj 
oder  nach  C  und  C^  usw.  verlegen  können  und  müssen 
dadurch  die  gleiche  Achse  po  erhalten.  Wir  haben  also 
bewiesen: 
Satz  15.    „Hat  man  zwei  projektive  Punktreihen  A,  B, 

C,  .  .  .  imd  Ai,  Bi,  Cj,  .  .  .  auf  zwei  festen  Trägem  g 

und  gl  und  betrachtet  alle  möghchen  Linienpaare  wie 

ABi\    ACi\    ADi\    BGA     B 

A,B  [    A,C  f    A,D  I    B^C  I     B, 
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§14.    Anwendungen. 


65 


die  Schnittpunkte,  welche  jedes  dieser  Linienpaare  liefert, 
auf  einer  Geraden  Pq  ,  welche  aus  den  Trägern  g  und  g^ 
diejenigen  Punkte  ausschneidet,  die  den  im  Schnitt- 
punkt von  g  und  g^  vereinigten  Punkten  entsprechen." 
Aufgabe  13.  Für  zwei  in  einer  Ebene  befindliche  pro- 
jektive Strahlenbüschel  läßt  sich  ein  entsprechender 
Satz  aufstellen.    Man  beweise  ihn. 

Der  Satz  von  Desargues. 
37.    Als  ein  Beispiel  für  die  Brauchbarkeit  dieser  Be- 
trachtungen erweisen  wir  noch  folgenden  in  8.  schon  er- 
wähnten 

Satz  16.  „Wenn  zwei  in  einer  Ebene  gelegene  Dreiecke 
AiB^Ci  und  AgBgCg  die  Eigenschaft  liaben,  daß  1)  die 
Yerbindungslinien  A^Ag ,  B^Bg ,  CiCg  durch  einen  Punkt 
gehen,  so  weiß  man,  daß  2)  die  Schnittpunkte  von  A^B^ 
und  AgBg,  A^Cj  und  AgCg,  B^C^  imd  BgCg  auf  einer 
Geraden  liegen,  und  aus  2)  folgt  auch  umgekehrt  1)." 


Fig.  25. 


Nehmen  wir  drei  durch  einen  Punkt  S  gehende 
Strahlen  a,  b,  c  (Fig.  25)  und  auf  ihnen  bezüglich  die 
Punktpaare  A^ ,  Ag ,  B^ ,  B^  imd  C^  ,  Cg  ,  so  ist  damit 

Doehlemann,  Projektive  Geometrie.  5" 
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die  Bedingung  1)  fiir  die  beiden  Dreiecke  A^  B^  C^  irnd 
A^  Bg  Cg  erfüllt.  Betrachten  wir  nun  den  Büschel  S ,  so 
schneidet  derselbe  die  Geraden  A^  Bj^  und  A2  Bg  in  zwei 
Perspektiven  Punktreihen.  Diese  j)erspektiven  Punktreihen 
projizieren  wir  aus  C^  und  Cg  beziehungsweise.  Dann 
sind  diese  Büschel  C^  luid  Cg  projektiv  und,  wie  man 
leicht  erkennt,  überdies  perspektiv,  da  der  Yerbindungs- 
strahl  Gl  Cg  sich  selbst  entspricht.  Es  schneiden  sich 
mitliin  entsprechende  Strahlen  auf  einer  Greraden,  der 
Achse  der  Perspektivität ;  also  müssen  auf  einer  Gieraden 
S  liegen :  der  Schnittpunkt  von  A^  Cj  und  Ag  Cg ,  der 
Schnittpunkt  von  B^Ci  und  BgCg,  und  der  Schnittpunkt 
von  Aj  Bj  und  A,  Bg  (da  auch  nach  ihm  entsprechende 
Strahlen  der  Büschel  C^  und  Cg  laufen).  Damit  ist  der 
Satz  bewiesen.  G^anz  ähnlich  verfährt  man  bei  der  Um- 
kehrung desselben. 

Zusatz.  Liegen  die  beiden  gegebenen  Dreiecke  in  ver- 
schiedenen Ebenen,  so  ergeben  sich  die  gleichlautenden 
Sätze  durch   einfache  stereometrische  Betrachtungen. 

Analytischer  Ansatz.  ' 

38.  Die  rechnende  Geometrie  behandelt  die  pro- 
jektive Beziehimg  in  folgender  Weise:  Werden  die 
Elemente  des  einen  Grund gebUdes  erster  Stufe  durch  die 
Werte  eines  Parameters  ^ ,  z.  B.  eines  Doppelverhältnisses 
(vgl.  25.),  die  eines  zweiten  Grundgebildes  durch  einen 
Parameter  fi  festgelegt  und  besteht  zwischen  X  imd  ju  eine 
in  bezug  auf  jede  dieser  Größen  lineare  Relation 
(1)  OCX/Ä  +  ßX  +  yiu-^  d  =  0, 

wo  öc,  ß,  y,  d  beliebige,  aber  feste  Zahlenwerte  sind, 
so  ordnet  diese  Gleichung,  nach  X  oder  nach  ju  aufgelöst, 
jedem  Wort  des  einen  Paramoters  einen  des  andern  zu. 
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Es  sind  also  auch  die  beiden  drimdgebilde  erster  Stufe 
dadurch  eindeutig,  Element  für  Element,  aufeinander  be- 
zogen. Weiter  zeigt  man:  Sind  die  beiden  Grundgebilde 
eindeutig  aufeinander  bezogen  und  zwar  durch  eine 
solche  „bilineare"  Gleichung  wie  (1),  so  folgt  daraus 
schon,  daß  vier  Elemente  des  einen  Grundgebildes  und 
ihre  vier  entsprechenden  das  gleiche  Doppelverhältnis 
bilden,  d.  h.  daß  die  Grundgebilde  projektiv  sind.  Eine 
solche  Eelation  (1)  stellt  also  den  analytischen  Ausdruck 
der  Projektivität  dar. 

Wir  wollen  dies  am  einfachsten  Beispiel  zweier 
projektiver  Punktreihen  g  und  g^  noch  genauer  verfolgen. 
Auf  g  wird  ein  Punkt  0  willkürlich  angenommen  und 
ein  beliebiger  Punkt  P  von  g  durch  seine  Abszisse 
OP  =  X  festgelegt,  deren  Zahlenwert  nach  der  einen  Seite 
positiv,  nach  der  entgegengesetzten  Seite  negativ  zu  nehmen 
ist.  Ebenso  werden  die  Punkte  von  g^  durch  Abszissen  x^ 
dargestellt.  Zwischen  diesen  Parametern  möge  jetzt  die 
Gleichung  bestehen: 

(2)  axxi  +  ^x  +  yx^  +  ^  =  0. 
Dann  ist  vermöge  derselben  auch 

(3)  X  =  —  ,    o     ^d     Xi  =  —  ^ ■ —  . 

Diese  Gleichungen  gestatten,  zu  jedem  x  oder  x^  das 
entsprechende  x^  oder  x  zu  berechnen.  Der  Ausdruck 
für  das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  P ,  P',  P'',  P''' 
wird  aber,  wie  man  sofort  erkennt, 

wenn  diese  Punkte  durch  die  Abszissen  x,  x',  x",  x''' 
gegeben  sind.     Den  vier  Punkten  P,  P',  P",  P'"  ent- 

.5* 
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sprechen  vier  andere  Punkte  Pi,  Pi,  Pi',  Pf  auf  gi  mit 
den  Abszissen 

^x  +  ^       x'  =  -  ^""^  ^  ^ 
öc  X  +  y  '     ^^  öc  x'  +  y 

Dann  zeigt  eine  leichte  Kechnung,  daß 

(PiPiPi'pn  =  (i'p'p''p"o. 

§  15.    Metrische  Relationen.    Spezielle  Fälle. 

Die  Fluchtpunkt-Relation. 

39  Führen  wir  in  die  Beziehung,  welche  die  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse  von  je  vier  entsprechenden 
Punkten  in  zwei  projektiven  Punktreihen  zum  Ausdnick 
bringt,  die  uneigentlichen  Pimkte  der  beiden  Träger  g 
und  gl  ein,  so  erhalten  wir  eine  metrische  Relation  im 
speziellen  Sinn,  indem  die  Doppelverhältnisse  in  einfache 
Verhältnisse  übergehen.  Denken  wir  uns  nämlich  die 
beiden  Punktreihen  irgendwie  perspektiv  gelegt  und  sind 
(Fig.  6)  R  und  Q^  die  den  unendlich  fernen  Punkten  von  t 
gj  imd  g  entsprechenden  Punkte,  die  wir  als  „Flucht-  i 
punkte"  bezeichnen,  so  hat  man  \ 

(ABRQ)  =  (AiBiRiQi)  \ 

und  daraus  mit  Rücksicht  auf  25.  \ 

AR  _  BiQi  j 

BR~"AiQi  i 

oder  ' 

AR.  AiQi  =  BR.B^Qi. 

Es  sind  also  alle  diese  Rechtecke,  je  mit  entsprechenden ! 
Punkten  JA ,  A^ ,  B ,  B^ ,  0 ,  C^  .  .  .  gebildet,  flächen-; 
gleich.    Den  gemeinsamen  Flächeninhalt  derselben  erhält ! 

S 
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man  auch,  wenn  man  das  im  Schnittpunkt  der  Träger 
vereinigte  Punktpaar  E,  E^  herausgreift,  für  welches 

ER  .  E^Qi  =  QiS  .  RS  =  k. 
Es  ist  also 

AR  .  AiQi  =  BR  .  BiQi  =  . . .  =  k  =  konst. 

Ähnliche,  kongruente  Punktreilien. 

40.  Aus  der  allgemeinen  projektiven  Beziehung  zweier 
Punktreihen  ergibt  sich  eine  spezielle,  wenn  wir  die 
uneigentlichen  oder  unendlich  fernen  Punkte  der  beiden 
Träger  besonders  berücksichtigen,  was  dadurch  möglich 
wird,  daß  Avir  dieselben  in  der  projektiven  Beziehung 
einander  entsprechen  lassen.  Sind  Q  und  Q;^  diese  un- 
endlich fernen  Pmikte,  so  ist  also 


folglich 


oder  auch 


(ABCQ)  =  (A,BiCiQ,), 

AC  _  A^Ci 
BC  ~  B,Ci 

AC  BC 


=  c. 


AiC,        B,Ci 

Es  muß  daher  überhaupt  das  Verhältnis  irgend  zweier 
entsprechender  Strecken  unveränderlich  =  c  sein.  Solche 
Punktreihen  heißen  „ähnlich". 

Ist  c  =  1 ,  so  sind  je  zwei  entsprechende  Strecken 
gleich  lang,  die  projektiven  Punktreihen  werden  als 
„kongruent"  bezeichnet. 

Aufgabe  14.  Man  zeige,  daß  man  ähnliche  (unter  Um- 
ständen kongruente)  Pmiktreihen  erhält,  wenn  man 
zwei  parallele  Grerade  mit  einem  beliebigen  Strahlen- 
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büschel  oder  zwei  beliebige  Gerade  mit  einem  Parallel-  l 

Strahlenbüschel  schneidet.  i 

Ebenso  heißen  zwei  projektive  Strahlenbüschel  kon-  ^ 

gruent,  wenn  irgend  zwei  Strahlen  den  gleichen  Winkel  \ 

einschließen    wie    die    ihnen    entsprechenden.      Solche  ; 

Strahlenbüschel  erhält  man  z.  B.,  wenn  man  eine  Punkt-  ^ 

reihe  aus  zwei  Punkten  S  und  Sj  projiziert,  die  gleichweit  ] 

entfernt  von  derselben  und  auf  einer  Senkrechten  zu  ihr  ' 

liegen,  oder  auch  dadurch,  daß  man  zwei  zur  unendhch  \ 

fernen  Geraden  Perspektive  Büschel  betrachtet,  in  denen  j 

folglich  entsprechende  Strahlen  immer  parallel  laufen.  | 


t 


IV.  Abschnitt. 

Die  projektive  Beziehung  auf  dem  gleichen 
Träger. 


§  16.    Die  Doppelelemente  und  ihre  Konstruktion. 

Bestimmung    einer    projektiven   Beziehung    auf 
dem  gleichen  Träger. 

41.  Denken  wir  uns  zwei  Punktreihen  g  und  g^ 
projektiv  aufeinander  bezogen.  Dann  können  wir  auch 
den  Träger  der  einen  Punktreihe  mit  dem  der  andern 
zusammenfallen  lassen.  Wir  haben  also  nur  noch  einen 
Träger,  der  gewissermaßen  doppelt  zu  nehmen  und 
„projektiv  auf  sich  selbst  bezogen"  ist.  Die  Möghchkeit 
einer  solchen  Beziehung  läßt  sich  auch  direkt  leicht 
erkennen:  denn  ordnen  wir  drei  Punkten  A,  B,  0  eines 
Trägers  g  drei  andere  Punkte  A^,  B^,  C^  des  gleichen 
Trägers  zu,  so  ist  dadurch  die  projektive  Beziehung 
auf  der  Punktreihe  g  festgelegt.  Um  sie  nämlich  kon- 
struktiv zu  verfolgen,  projizieren  wir  A,  B,  C  aus  einem 
beliebigen  (nicht  auf  g  gelegenen)  Punkt  S  und  A^ ,  B^ , 
Gl  aus  einem  Punkte  S^  je  durch  einen  Strahlenbüschel. 
Dann  ist  die  projektive  Beziehung  dieser  beiden  Büschel 
bestimmt  und  entsprechende  Strahlen  derselben  schneiden 
entsprechende  Punkte  auf  g  aus.  Ist  ein  Punkt  auf  dem 
Träger  g  gegeben,  ohne  daß  hinzugefügt  ist,  welcher  der 
beiden  Punktreihen  er  angehören  soll,  so  kann  man  ihn 
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als  Punkt  der  einen  oder  andern  Punktreihe  nehmen  und  J 

demgemäß  mit  J  oder  K^  bezeichnen.   Verbindet  man  ihn  ! 

dann  entweder  mit  S  oder  mit  Sj,  so  ist  es  möglich,  die  \ 

beiden   entsprechenden  Punkte  J^^   und  K   zu   finden,  i 

welche  im  allgemeinen  nicht  zusammenfallen  werden,  l 

Ganz    ebenso    können   wir   auch   einen   Strahlenbüschel  i 
oder    einen    Ebenenbüschel    projektiv    auf    sich    selbst 

beziehen.  J 

Der  Sinn  projektiver  Gebilde.  I 

42.    Ist   ein  Grundgebilde  erster  Stufe,   z.  B.   eine  1 

Punktreihe  g,  g^,  projektiv  auf  sich  bezogen  und  durch-  i 

laufen  wir  das  eine  der  beiden  Sj^steme  in  einem  gewissen  l 

Sinne,  z.  B.  im  Sinne  ABC,  wenn  dies  drei  Punkte  von  l 

g,  so  wird  auch  für  die  Elemente  des  zweiten  Systems  j 

gl   dadurch   eine  gewisse  Anordnung  festgelegt,   indem  ] 

sich,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  auch  für  dies  Gebilde  j 

ein  einziger  Sinn  ausbildet,  der  durch  die  drei  entsprechenden  i 

Punkte  Aj^ ,  B^ ,  Cj^  bereits  bestimmt  ist.   In  der  Tat  denken  : 

wir  uns  die  beiden  Punktreihen  auf  getrennten  Trägern  ) 

und  in  Perspektive  Lage  gebracht,  so  daß  sie  als  Schnitte  ^ 

des  gleichen  Strahlenbüschels  erscheinen,  so  wird  durch  ] 

den  Sinn  ABC   auch  in  diesem  Büschel  ein  gewisser  i 

Sinn  festgelegt,  und  dieser  überträgt  sich  wiederum  auf  | 

die  zweite  Punktreihe.    Derselbe  bleibt  der  gleiche,  un-  ^ 

abhängig  davon,  welche  Tripel  A,  B,  C  bzw.  A^,  Bj,  C^  | 

man  herausgreift.  .] 

Die    beiden  projektiven   Gebilde    auf  dem  gleichen  1 

Träger,  Punktreihen,  Strahlenbüschel  oder  Ebencnbüschel,  .; 

heißennun„gleichsinnig"oder,,gleichlaufend",wenn  ] 

der  zweite  Sinn  mit  dem  ersten  übereinstimmt  (Fig.  26a).  j 

dagegen  „ungleichsinnig"  oder  „entgegengesetzt-  ] 

laufend",  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist  (Fig.  26b).    Man  j 
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bemerke,  daß  zwei  projektive  Gebilde  auf  dem  gleichen 
Träger  also  stets  entweder  durchaus  im  Sinn  überein- 
stimmen oder  durchaus  entgegengesetzten  Sinn  haben. 
Dagegen  ist  es  nicht  möglich,  daß  sie  etwa  in  einem 
Gebiete  im  gleichen,  in  einem  andern  Gebiete  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  laufen. 


n^ 


Fig.  26  a. 


Fig.  26  b. 


Die  Doppelclemente. 

43.  Bis  hierher  unterschied  sich  die  projektive 
Beziehung  auf  dem  gleichen  Träger  nicht  wesentlich 
von  der  früher  auf  verschiedenen  Trägern  betrachteten. 
Ein  neuer  Gesichtspunkt  wird  erst  durch  folgende  Frage- 
stellung gewonnen:  Enthält  ein  projektiv  auf  sich  selbst 
bezogener  Träger  Elemente,  die  sich  mit  den  ihnen  ent- 
sprechenden decken?  Können  wir  z.  B.  bei  einer  projek- 
tiven Beziehung  auf  einer  Geraden  einen  Punkt  X  finden, 
der  mit  dem  entsprechenden  X^  zusammenfällt?  Wir 
werden  einen  solchen  Punkt  einen  „Doppelpunkt"  nennen; 
ihnen  entsprechen  „Doppelstrahlen"  und  „Doppelebcncn" 
l)oim  Strahlen-  bzw.  Ebenenbüschel. 
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Bevor  wir  mm  ailgemeiii  diese  Doppelelemente  kon- 
struieren lernen,  wollen  wir  sehen,  wie  sich  ihre  Existenz 
in  gewissen  Fällen  schon  aus  der  geometrischen  An- 
schaumig  herleiten  läßt. 

Betrachten  wir  eine  migleich sinnige  Projektivität  in 
einem  Strahlenbüschel.  Ein  beweglich  gedachter  Strahl 
dm-chläuft  den  ersten  Büschel  im  Sinne  abc  (Fig.  26b) 
nach  irgend  einem  Gesetze,  etwa  mit  gleichförmiger 
Win]ielgeschwindigkeit.  Die  Bewegung  eines  Sti-alües 
des  zweiten  Büschels  sei  dadurch  bestimmt,  daß  er  sich 
in  a^  befinden  soll,  wenn  der  erste  Strahl  mit  a  zusammen- 
fällt, in  \ ,  wenn  dieser  b  passiert  usw.,  daß  also  überhaupt 
die  beiden  beweglichen  Strahlen  im  gleichen  Zeit- 
moment sich  immer  in  entsprechenden  Strahlen  der 
projektiven  Beziehung  befinden.  Hat  nun  der  erste  Strahl 
von  a  ausgehend  die  Lage  a^  erreicht  und  bezeichnen 
wir  ihn  in  dieser  Stellung  mit  d ,  so  befindet  sich  der 
entsprechende  Strahl  in  d^.  Wo  nun  d^  auch  gelegen 
sein  mag,  jedenfalls  haben  die  von  a  bzw.  a^  über- 
strichenen  Winkelräume  aa^  und  dd^  infolge  des  entgegen- 
gesetzten Drehungssinnes  einen  Teil  gemeinsam,  —  in 
dem  in  der  Figur  gezeichneten  Falle  z.  B.  den  Winkelraum 
d  dl  — ,  und  in  diesem,  der  von  den  beiden  beweglichen 
Strahlen  im  entgegengesetzten  Sinne  überstrichen  wird, 
muß  es  einmal  vorkommen,  daß  die  Strahlen  übereinander 
wegeilen.  Einer  solchen  Stellung,  wo  sich  für  einen 
Moment  die  beiden  Strahlen  decken,  entspricht  aber  offen- 
bar ein  Doppelstrahl  m,  m^  der  beiden  Büschel. 

Lassen  wir  ferner  den  ersten  Strahl  von  der  Lage 
d  aus  seine  Bewegung  fortsetzen,  bis  er  mit  a  zusammen- 
gefallen ist,  so  bewegt  sich  während  dieser  Zeit  der 
zweite  Strahl  im  entgegengesetzten  Sinne  von  d^  nach  a^ 
und    es   muß   sich  also   auch  im  Winkelraum   aa^   ein 
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zweiter  Doppelstrahl  n  ,  n^  der  Büschel  befinden,  welcher 
vom  ersten  Doppelstrahl  m  sowohl  durch  das  Strahlen- 
paar a ,  aj^  als  auch  durch  das  Paar  d ,  d^  getrennt  wird. 
Die  gleiche  Betrachtung  ist  auch  für  Punktreihen  durch- 
führbar, so  daß  damit  bewiesen: 

Satz  17.  „In  einer  ungleiohsinnigen  projektiven 
Beziehung  auf  dem  gleichen  Träger  gibt  es  stets  zwei 
Doppelelemente,  welche  durch  jedes  Paar  entsprechender 
Elemente  getrennt  werden.  Diese  zwei  Doppelelemente 
können  folglich  nie  zusammenfallen." 

Auf  die  nicht  einfachen  Yoraussetzungen  und  Be- 
trachtungen, welche  nötig  sind,  um  diesen  Satz  zu  be- 
weisen, ohne  die  Anschauung  zu  Hilfe  zu  nehmen,  gehen 
wir  nicht  ein. 

Während  in  ungleichsinnigen  projektiven  Gebilden 
1.  Stufe  demnach  stets  zwei  nicht  zusammenfallende 
Doppelelemente  auftreten,  kann  man  bei  gleichsinnigen 
Projektivitäten  dies  nicht  behaupten.  In  ihnen  können 
Doppelelemente  auftreten  oder  auch  nicht. 

Dagegen  ist  es  unmöglich,  daJß  mehr  als  zwei 
Doppelelemente  vorhanden  sind.  Denn  angenommen,  es 
gebe  in  einer  projektiven  Beziehung  auf  einer  Punktreihe 
drei  Doppelpunkte  M,  N,  P,  so  wäre  für  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  A  und  A^ 

(MNPA)  =  (MiNiP^Ai), 

wobei  Mj  mit  M,  N^  mit  N,  Pi  mit  P  zusammenfäUt. 
Es  ist  aber  unmöglich,  daß  zwei  verschiedene  Pimkte  A 
und  A^  mit  drei  Punkten  das  nämliche  Doppelverhältnis 
bilden,  also  fällt  auch  A  mit  A^  und  überhaupt  jeder 
Pimkt  mit  seinem  entsprechenden  zusammen  und  es  er- 
gibt sich: 
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Satz  18.    „Wenn   in   einer  projektiven  Beziehung-    auf 
dem  gleichen  Träger  drei  Elemente   mit  den  ilmen 
entsprechenden  sich  decken,  so  deckt  sich  überhaupt 
jedes  Element  mit  dem  entsprechenden,  d.  h.  man  hat 
eine  Identität." 
Demnach  kann  die   Zahl  der  auftretenden  Doppel- 
elemente   0,    1    oder    2    sein.     Ihre  Bestimmung    läßt 
sich  zurückführen  auf   den  Fall   der  Konstruktion   der 
Doppelpunkte     zweier    ineinanderliegender     projektiver 
Punktreihen.     Denn  aus   einem  projektiv  auf   sich  be- 
zogenen Strahlenbüschel    schneidet    eine  Gerade   seiner 
Ebene    zwei    projektive    Punktreihen    aus,    nach    deren 
Doppelpunkten  die  Doppelstrahlen  des  Büschels  laufen, 
und    ein   projektiv   auf    sich   bezogener  Ebenenbüschel 
wird  von  einer  beliebigen  Ebene  in  einem  projektiv  auf 
sich  bezogenen  Strahlenbüschel  geschnitten,  durch  dessen 
Doppelstrahlen  auch  die  Doppelebenen  des  Ebenenbüschels 
gehen.    Zur  Konstruktion  der  Doppelpmikte  zweier  pro- 
jektiver Punktreihen  bedienen  wir  uns  eines  Kreises,  der 
ein  für  allemal  gezeichnet  vorliegen  kann,  müssen  aber 
zu  dem  Zweck  noch  vorher  eine 
Eigenschaft  des  Kreises  kennen 
lernen. 

Hilfssatz  über  den  Kreis. 
44.  Sind  P  und  P^  zwei  be- 
liebige Punkte  auf  einem  Kreis 
(Fig.  27)  und  projizieren  wir  aus 
ihnen  die  übrigen  Punkte  dos 
Kreises,  also  denPunkt A  dur(;h 
die  Strahlen  a  und  a^ ,  den 
Punkt  V*  durch  die  Strahlen  b 
1,'ig. 27.  ii'i^^  b|   usw.,   so   erhalten   wii' 
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die  Büschel  P  und  P^,  und  diese  sind  projektiv,  d.  h. 
es  gilt  der 

Satz  19.    „Aus  irgend   zwei  beliebigen  Punkten    eines 
Kreises  werden  die  übrigen  Punkte  desselben  durch  pro- 
jektive Büschel  projiziert." 
In  der  Tat  ist  ja 

<(ab)  =  <(aibi) 
oder 

<^(ad)  =  1800  _  <(aidi). 
In  beiden  Fällen  wird 

sin  (ab)  =  sin  (%  b^) 
sin  (a  d)  =  sin  (a^  d^) . 
Es  ist  folglich  auch 

(a  b  c  d)  =  (%  \  Ol  d^) , 
wenn  dies  kgend  vier  Strahlenpaare  sind,  die  aus  P  and 
P^  Punkte  der  Kreisperipherie  projizieren;  also  sind  die 
Büschel  P  und  F^  projektiv;  ihre  besondere  Eigentüm- 
lichkeit besteht  darin,  daß  sie  kongruent  (vgl.  40.)  und 
gleichsinnig  sind. 

Die  Steinersche  Konstruktion  der 
Doppelelemente. 

45.  Es  liege  jetzt  ein  Kreis  gezeichnet  vor  und  in 
seiner  Ebene  befinde  sich  der  Träger  g,  auf  dem  eine 
projektive  Beziehung  durch  die  Punktpaare  A ,  A^ ,  B  , 
ßi  j  C)  ^1  gegeben  ist  (Fig.  28).  Um  nun  über  das 
Yorhandensein  von  Doppelpunkten  einen  sicheren  Auf- 
schluß zu  gewinnen,  wählen  wir  zunächst  auf  dem  Kreise 
behebig  einen  Punkt  S  und  ziehen  die  Linien  SA,  SB, 
SC,  SAi ,  SB^  ,  SCi ,  welche  den  Kreis  zimi  zweitenmal 
in  A ,  B  j  C ,  Aj^  5  B^ ,  C^  schneiden  mögen.    Wir  haben 


78     I^«  Die  projektive  Beziehung  auf  dem  gleichen  Träger.     | 

dann  die  beiden  gegebenen  Punktreihen  „auf  den  Kreis     ] 
projiziert".  j 


Fig.  28. 


Bezeichnen  wir  ferner  die  eben  genannten  sechs 
Strahlen  der  Eeihe  nach,  mit  a ,  b ,  c ,  a^ ,  b^ ,  q  ,  so 
liegen  in  S  projektive  Büschel  vereinigt,  also 

(1)  Büschel  (a ,  b ,  c  .  .  .  )  Ä  Büschel  (a^ ,  b^ ,  q  . .  . ) . 

Projizieren  wir  nun  die  Punkte  A,  B,  C  usw.  aus 
Ai ,  sowie  die  Punkte  A^ ,  B^ ,  C^  usw.  aus  A  je  durch 
einen  Strahlenbüschel,  so  ergeben  sich  nach  dem  soeben 
bewiesenen  Hilfssatz  folgende  Projektivitäten: 

(2)  Büschel  A(Ai ,  B^ ,  C^  .  .  .)  Ä  Büschel  S(% ,  b^ ,  c^ . . .) . 

(3)  Büschel  Ai(A,  B,  C.)  Ä  Büschel  S(a,  b,  c...)*) 


*)  Die  Bezeichnung  ist  leicht  verständhch :  Büschel 
A  (A, ,  Bi ,  Ol ,  .  .  . )  bedeutet  den  Strahlenbüschel  mit  dem 
Mittelpunkt  A,  dessen  Strahlen  nach  A^,  B, ,  0^,  ...  laufen. 
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Da  aber  nach  (1)  auch  die  Büschel  rechts  projelctiv 
sind,  so  folgt 

(4)  Büschel  A(Ai ,  B^ ,  C^ . . .)  Ä  Büschel  A^  (A ,  B ,  C .  .  .) . 

Diese  Büschel  sind  aber  nicht  bloß  projektiv,  sondern 
auch  perspektiv  nach  Satz  14 ,  da  in  der  Yerbindungs- 
Hnie  A  A^  der  Büschehnittelpmikte  entsprechende  Strahlen 
der  beiden  Büschel  sich  decken;  folglich  liegen  die 
Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  aitf  einer  Ge- 
raden p . 

Schneiden  sich  mithin  AB^  und  A^B  in  ©,  ferner 
ACi  und  A^C  in  35,  so  ist  die  Yerbindungslinie  33 @^  die 
Achse  p  der  Perspektivität. 

Ist  also  (S  ein  beliebiger  Punkt  auf  p,  so  Hefem 
A@  und  A^®  die  zweiten  Schnittpunkte  D^  und  D  mit 
dem  Kreise,  und  D  und  J)^  geben  aus  S  auf  g  projiziert 
zwei  entsprechende  Punkte  D  und  D^  der  projektiven 
Punktreihen. 

Nun  möge  die  Achse  p  den  Kreis  in  M  und  N 
schneiden.  Führt  man  dann  für  diese  Punkte  von  p  die 
gleiche  Betrachtung  durch  wie  gerade  für  den  beliebigen 
Punkt  ©,  so  ergibt  sich  aus  der  Figur,  daß  M  und  N 
aus  S  auf  g  projiziert  die  Doppelpunkte  AI  und  N  der 
projektiven  Punktreihen  liefern. 

In  den  Linien  SM  und  SN  haben  wir  femer  die 
Doppelstrahlen  der  in  S  vereinigten  projektiven 
Strahlenbüschel  (a ,  b ,  c)  und  (a^ ,  b^ ,  q)  ermittelt. 
Wenn  also  die  Achse  p  den  Hilfskreis  schneidet,  so  treten 
reeUe  Doppelelemente  in  den  beiden  projektiven  Gebüden 
auf  (hyperbolische  Projekt!  vi  tat).  Trifft  die  Linie  p  da- 
gegen den  Kreis  nicht,  so  gibt  es  keine  (reellen)  Doppel- 
elemente (elliptische  Projektivität).  Berührt  endlich  die 
Linie  p  den  Kreis,  so  haben  wir  den  Übergangsfall  der 
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„parabolischen"  Projektivität,  bei  der  die  beiden  Doppel- 
elemente sich,  in  ein  einziges  vereinigt  haben.   Die  letztge- 
nannte projektive  Beziehung  ist  notwendig  eine  gleich-  \ 
sinnige,  da  bei  einer  imgleichsinnigen  Projektivität  die  ' 
beiden  Doppelelemente  sich  nach  Satz   17   nicht  ver-  ^ 
einigen  können.  \ 

Zusatz.  Statt  der  Punkte  A  und  A^  hätte  man  eben-  j 
sogut  auch  B  und  B^  oder  C  und  0^  usw.  als  Mittel-  i 
punkte  der  Perspektiven  Büschel  wählen  können.  Die  1 
Punkte  M  und  N,  also  auch  die  Gerade  p  müssen  \ 
sich  dadurch  ebenso  ergeben.  Es  muß  demnach  auch  \ 
der  Schnittpunkt  5t  von  BCi  und  Bj^C,  der  Sclmitt-  i 
punkt  g  von  BD^  und  B^D  usw.  auf  p  liegen.  Die  j 
Achse  p  enthält  mithin  alle  Schnittpunkte  wie  i 

ABa      Aca      ADa  \ 

AiBp       AiCp       A^Dp  i 

BCa^       BD,!  CDn 

BiCp       B^DP        CiD/^ 

usw. 

Diese  Konstruktion  der  Doppelelemente  ersann  der  I 

deutsche   Greometer  Jacob  Steiner.     [Die  geometrischen  i 

Konstruktionen  ausgeführt  mittels  der  geraden  Linie  und  j 

eines  festen  Kreises.    Berlin  1833.]  l 

Ein  weiterer  Satz  über  die  Doppelelemente. 

46.    Sind  M,  N  die  Doppelpunkte,  A,  A^ ,  B,  B^  | 

zwei  Paare   entsprechender  Punkte   zweier   projektiver! 

Punktreihen,  so  hat  man  ^ 

(MNAB)  =  (J\IiNiAiBi).  ■ 

Führt  man  die  Ausdrücke  für  die  Doppelverhältnisse  | 

ein,  so  ergibt  eine  leichte  Umf ormmig  die  andere  Relation  | 

(MNAAi)  =  (MNBBi).  . 
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Der  Wert  dieses  DoppelverMltnisses  muß  also  für 
alle  Paare  entsprechender  Punkte  der  gleiche  sein,  etwa 
=  k  =  konst.  Damit  ist  für  reelle  Doppelelemente  be- 
wiesen der  allgemein  gültige 

Satz  20.    „Je  zwei  entsprechende  Elemente  einer  pro- 
jektiven Beziehung  auf  dem  gleichen  Träger  bilden 
mit  den  beiden  Doppelelementen  ein  konstantes  Doppel- 
^  Verhältnis." 

IP  Wird  also  beispielsweise  ein  Paar  entsprechender 
Elemente  einer  projektiven  Beziehung  durch  die  beiden 
Doppelelemente  getrennt  oder  nicht  getrennt,  so  hat 
jedes  Paar  entsprechender  Elemente  die  gleiche  Eigen- 
schaft. 

Bestimmung  der  Doppelelemente  durch  die 
Eechnung. 
47.  Bemerken  wir  noch  km-z,  wie  die  Rechnung  die 
Doppelelemente  liefert.  Wird  eine  imd  dieselbe  Q-erade 
als  X-  und  X^ -Achse  genommen,  so  ist  eine  projektive 
Beziehung  auf  derselben  nach  38.  gegeben  durch  eine 
Grleichung 

Ein  Doppelpunkt  hat  die  Eigenschaft,  daß  für  ihn 
X  =  Xi ,  vorausgesetzt,  daß  wir  die  x  und  x^  vom 
gleichen  Anfangspunkt  aus  und  in  derselben  Richtung 
positiv  rechnen.  Setzen  wir  also  in  der  Relation  x  =  x^  , 
so  kommt  die  quadratische  Gleichung 

ax2  +  (^  +  y)x  +  (5  =  0, 
deren  beide  Wm^zeln  die  Abszissen    der  Doppelpunkte 
hefem.     Sind  die  Wurzeln  der  Grleichung  imaginär,  so 
gibt  es  keine  Doppelpunlite;  wir  sagen:  die  Doppelpunkte 
sind  imaginär. 

Doehlemann,  Projektive  Geometrie.  6 
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Alle  Aufgaben,  deren  Lösung  schließlich  auf  eine 
G-leichung  2.  Grades  führt,  bezeichnen  wir  als  Aufgaben 
2.  Grades.  Ihre  geometrische  Erledigung  finden  diese 
immer  durch  die  soeben  bewiesene  Steinersche  Konstruk- 
tion, bei  der  ein  Kreis  und  außerdem  das  Lineal  zu  be- 
nutzen ist.  Führt  eine  Aufgabe  analytisch  zu  einer  line- 
aren Gleichung,  also  zu  einer  Gleichung  1.  Grades,  so 
wird  sie  als  Aufgabe  1.  Grades  bezeichnet.  Konstruktiv 
muß  sie  sich  dann  behandeln  lassen  lediglich  unter  Be- 
nutzung des  Lineals.  Bei  einer  solchen  linearen  Aufg-abe 
kommen  also  bloß  die  Operationen  vor:  den  Schnittpimkt 
zweier  Geraden  zu  zeichnen  und  durch  zwei  Punkte  eine 
Gerade  zu  legen.  Bei  der  Steinerschen  Konstruktion  da- 
gegen hatte  man  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  (p)  mit 
einem  Kreis  zu  zeichnen. 

Aufgabe  15.  Eine  Gerade  g  soU  projektiv  so  auf  sich 
bezogen  werden,  daß  den  zwei  gegebenen  Punkten  A 
und  B  zwei  andere  A^  und  B^  entsprechen,  und  daß 
der  weiter  gegebene  Punkt  M  einer  der  Doppelpunkte 
der  projektiven  Beziehung  wird. 

1.  Lösung.  Bezeichnet  man  M  auch  noch  als  M^,  so 
hat  man  drei  Paare  entsprechender  Punkte  und  kann 
imter  Zuhilfenahme  eines  Kreises  nach  45.  den  noch 
fehlenden  Doppelpunkt  finden.  Man  führe  die  Kon- 
struktion wirklich  durch. 

2.  Lösung.  Ist  von  den  beiden  Doppelelementen  eines 
gegeben,  so  hängt  die  Aufgabe,  das  fehlende  zu  be- 
stimmen, nur  noch  von  einer  linearen  Gleichung  ab; 
sie  ist  also  eine  Aufgabe  1.  Grades  und  muß  sich 
folglich  auch  ohne  Benutzung  eines  Kreises,  lediglich 
mit  dem  Lineal  lösen  lassen.  In  der  Tat  ziehen  wir 
durch  M  irgend  eine  Gerade  und  wählen  auf  ihr  die 
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Punkte  S  und  S^  willkürlich.  Aus  S  projizieren  wir 
die  Punkte  A,  B,  M,  aus  S^  die  Punkte  A^,  B^,  M^. 
Dann  sind  diese  beiden  Büschel  projektiv,  sofern  ent- 
sprechende Strahlen  derselben  je  entsprechende  Pirnkte 
der  Punktreihen  projizieren;  die  Büschel  sind  aber  über- 
dies Avieder  perspektiv,  weil  im  Yerbindungsstrahl  SS^ 
entsprechende  Strahlen  veretuigt  liegen.  Sie  liefern 
eine  Perspektivitätsachse  p,  die  bestimmt  ist  durch  die 
Punkte  A  und  B,  wobei  der  erstere  der  Schnittpunkt 
von  SA  und  S^A^ ,  während  in  B  sich  SB  und  S^B^  be- 
gegnen. Der  Schnittpunkt  von  p  mit  g  ist  dann  aber 
der  zweite  Doppelpunkt  N  der  projektiven  Beziehung. 

Man  beweise  femer:  Geht  p  auch  durch  M,  so  er- 
halten wir  eine  parabolische  Projektivität;  sie  ist  schon 
bestimmt,  wenn  wir  uns  das  eine  Paar  A,  A^  geben  und 
den  Punkt  M,  in  welchem  sich  die  2  Doppelelemente 
vereinigt  haben  sollen. 

Ist  M  wieder  einfacher  Doppelpunkt,  aber  im  Unend- 
lichen gelegen,  so  erhalten  wir  ähnliche  Punktreihen 
(40.),  da  die  unendlich  fernen  Punkte  der  beiden  Träger 
sich  dann  entsprechen;  dieselben  haben  im  Endlichen 
noch  einen  Doppelpunkt. 

Wählen  wir  kongruente  Punktreihen  (40.),  also 
^B  =  ±  A^Bj ,  so  erhalten  wir  für  das  untere  Yorzeichen 
eine  ungleichsinnige  Projektivität  mit  noch  einem  im 
Endlichen  gelegenen  Doppelpunkt.  Für  das  obere  Yor- 
zeichen sind  die  kongruenten  Punktreihen  gleichsinnig. 
Dann  rückt  auch  der  zweite  Doppelpunkt  ins  Unendliche, 
so  daß  also  diese  Beziehung  als  eine  parabolische  Pro- 
jektivität mit  unendlich  fernem  Doppelpunkt  anzusehen 
ist,  eine  Eigenschaft,  die  auch  umgekehrt  genügt,  um 
kongruente  gleichsinnige  Punktreihen  zu  definieren. 
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Aufgabe  16.  Man  beweise,  daß  zwei  kongruente  Strahlen- 
büschel in  vereinigter  Lage  imaginäre  Doppelstralilen 
haben,  w^enn  sie  gleichsinnig  sind,  dagegen  immer 
zwei  reelle  und  aufeinander  senkrecht  stehende  Doppel- 
strahlen, wenn  sienachentgegenge  setz  enKichtungen 
laufen. 

Lösung.  Benutzen  ^vir  den  Steinerschen  Kreis,  so  wird 
die  Grerade  p  im  ersten  Falle  die  unendlich  ferne  Gre- 
r;ide,  welche  den  Kreis  nicht  trifft.  Im  zweiten  Falle 
erkennt  man  unmittelbar,  daß  die  Doppelstrahlen  die 
Linien  sein  müssen,  welche  die  von  entsprechenden 
Strahlen  wie  a  und  %,  b  und  b^  usf.  gebildeten  "Winkel 
halbieren. 

Aufgabe  17.  Yon  einer  projektiven  Beziehung  auf  einer 
Greraden  sind  gegeben  ein  Paar  entsprechender  Punkte 
A ,  A^ ,  sowie  die  beiden  Doppelpunkte  M  und  N.  Weitere 
entsprechende  Punkte  zu  konstruieren. 

Aufgabe  18.  In  einem  Strahlenbüschel  sind  gegeben 
die  Strahlenpaare  a,  a^,  b,  b^  und  der  Strahl  m. 
Man  beziehe  den  Büschel  projektiv  so  auf  sich,  daß 
m  ein  Doppelstrahl  und  a,  a^  imd  b,  b^  zwei  Paare 
entsprechender  Strahlen. 

Lösung,  Ziehe  durch  einen  Punkt  von  m  zwei  Gerade 
g  und  gl  und  bringe  sie  bezüglich  zum  Schnitt  mit  den 
Büscheln. 

Aufgabe  19.  Yon  einer  projektiven  Beziehimg  eines 
Strahlenbüschels  sind  gegeben  ein  Paar  entsprechender 
Strahlen  a,  a^,  sowie  die  beiden  Doppelstrahlen  m 
und  n.  "Weitere  entsprechende  Strahlen  zu  konstruieren. 

Aufgabe  20.  Gegeben  sind  drei  Gerade  g^,  gg,  gs, 
und  drei  Punkte  P^,  Pg,  P3;  man  zeichne  ein  Dreieck 
Ai,  A2,  Ag,  dessen  Ecken  in  dieser  Reihenfolge  be- 
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züglicli  auf  den  drei  Geraden  liegen  und  dessen  Seiten 
AjAg,  A2A3,  AgAj^  bzw.  durch  die  Punkte  P^,  Pg,  Pg 
hindurchgehen. 

Lösung.  Wählen  wir  auf  g^  einen  Punkt  A^  ganz  be- 
liebig, ziehen  wir  die  Yerbindungslinie  A^P^,  welche 
g2  in  A2  treffen  möge.  Die  Yerbindungslinie  AgPg 
schneide  gg  in  A3  und  die  Yerbindungslinie  A3  Pg  end- 
lich hefere  auf  g^  einen  Schnittpunkt  Af.  Lassen  wir 
A^  die  Punktreihe  g^  durchlaufen,  so  beschreibt  der 
Punkt  Ai  eine  dazu  projektive  Punktreihe.  "Wir  be- 
stimmen diese  projektive  Beziehung,  indem  wir  zu  drei 
Lagen  des  einen  Punktes  die  entsprechenden  des  andern 
zeichnen.  Sind  dann  die  Doppelpunkte  dieser  projek- 
tiven Punktreihe  reell  vorhanden,  so  liefert  jeder  der- 
selben ein  Dreieck  von  der  verlangten  Eigenschaft. 
Yerallgemeinerung  für  n-Ecke! 

§  17.    Die  involutorische  Beziehung. 

Herleitung  der  involutorischen  Beziehung. 
48.  Betrachten  Avir  noch  einen  speziellen,  aber  be- 
sonders wichtigen  Pall  der  projektiven  Beziehung  auf  dem 
gleichen  Träger.  Eine  Punktreihe  sei  projektiv  auf  sich 
bezogen  und  einem  beliebigen  Punkte  A  entspreche  ein 
Punkt  A^.  Bezeichnen  wir  den  gleichen  Pmikt  A  mit  Bj, 
indem  wir  ihn  als  einen  Punkt  des  zweiten  Systems  auf- 
fassen, so  wird  ihm  ein  Punkt  B  zugewiesen  sein,  der 
von  A^  verschieden  ist.  Es  fragt  sich  nun:  Kann  B  mit 
A^  zusammenfallen  und  kann  dies  noch  für  weitere  Punkte 
einer  projektiven  Beziehung  emtreten?  Darauf  gibt  Ant- 
wort folgender 

Satz  21.  „Wenn  in  einer  projektiven  Beziehung  auf 
einer  Punktreihe  einmal  die   beiden  einem  Punkte 
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entsprechenden  Punkte  zusammenfallen,  so  fallen  sie 
für  jeden  Pankt  zusammen." 
Wählen  wir,  um  dies  nachzuweisen,  A  und  A^  sowie 
C  und  Gl  ganz  beliebig  (Fig.  29),  B^  ferner  falle  mit  A 

r^y ^r~x;      w^^ 

Fig.  29. 

und  B  mit  A^  zusammen,  dann  ist  durch  die  drei  Paare 
A,B,  C,Aj,  B^jCi  sicher  eine  projektive  Beziehung  be- 
stimmt.    Bezeichnen  wir  jetzt  den  Punkt  C  mit  D^,  so 
entspricht  ihm  ein  Punkt  D  derart,  daß 
(ABCD)  =  (AiBiCiDi) 
=  (BACiC) 
oder  nach  24.  =(ABCCi). 

Daraus  folgt  aber  dann,  daß  D  mit  Cj,  zusammenfällt. 
Ganz  in  der  gleichen  Weise  zeigt  man,  daß  einem  be- 
liebigen Punkte  E,  Fl  ein  Punkt  E^,  F  entspricht.  Es 
ist  also  nicht  nötig,  die  beiden  Punktreihen  in  der  Be- 
zeichnung zu  unterscheiden,  jedem  Punkte  des  Trägers 
ist  ein  bestimmter  Punkt  zugewiesen.  Es  zerfällt  der 
ganze  Träger  in  Punktpaare  imd  wir  wollen  die  Punkte 
eines  Paares  als  entsprechende  oder  zugeordnete  Pimkte 
bezeichnen.  Die  analogen  Betrachtungen  gelten  für  den 
Strahlen-  und  Ebenenbüschel.  Wir  nennen  eine  solche 
projektive  Beziehung,  in  der  jedem  Element  ein  anderes 
doppelt  entspricht,  eine  „involutorische"  oder  auch  eine 
„Involution"  von  Punkten  bzw.  Strahlen  oder  Ebenen. 
Bezeichnen  wir  in  Fig.  29  den  Punkt  AB^  mit  A,  den 
Punkt  A^B  mit  A',  C  und  C^  mit  B  imd  B',  so  zeigt 
die  eben  durchgeführte  Betrachtung,  daß  die  Involution 
auf  der  Geraden  durch  die  beiden  Paare  von  zugeordneten 
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Pirnkten  A,  A'  und  B,B'  gerade  bestimmt  ist  oder  all- 
gemein 

Satz  22.  „Eine  Involution  ist  durch  zwei  Paare  von 
zugeordneten  Elementen  bestimmt." 
Drei  Paare  zugeordneter  Elemente  einer  Involution 
sind  demnach  nicht  voneinander  unabhängig;  es  muß  also 
z.  B.  für  eine  Punktinvolution  zwischen  den  Strecken, 
welche  drei  beliebige  Punktpaare  A,  A',  B,  B',  C,  C 
bestimmen,  ein  Zusammenhang  bestehen.  In  der  Tat 
ist  ja 

(ABA'CO  =  (A'B'AC) 
und  daraus  folgt 

AB'  .  BC  .  CA'  =  -  A'B  •  B'C  •  CA 
oder  auch 

AF    B^'    Ci/ 

Ä^'B'C  *C'A  ~ 

Ist  umgekehrt  diese  Bedingung  erfüllt,  so  kann  man 
aus  ihr  auf  die  Gleichheit  der  obigen  Doppelverhältnisse 
schließen,  und  die  drei  Punktpaare  gehören  einer  In- 
volution an. 

Die  Doppelelemente  einer  Involution. 

49.  Die  Doppelelemente  der  projektiven  Beziehung 
finden  wir  natürlich  auch  wieder  bei  der  Involution. 
Jedes  Doppelelement  stellt  ein  Paar  von  Elementen  vor, 
die  einander  unendlich  nahe  gerückt  sind.  Sind  die 
Doppelelemente  vorhanden,  so  heißt  die  Involution 
eine  „h^^perbolische",  bei  nicht  vorhandenen  Doppel- 
elementen dagegen  eine  „elliptische"  und  endlich  eine 
„parabolische",  wenn  die  Doppelelemente  sich  in  ein 
Element  vereinigt  haben. 
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Sind  M,  N  die  Doppelpunkte  einer  Piinktinvolution, 
während  A,  A',   B,   B'  usw.  Paare  von   zugeordneten   : 
Punkten,  so  folgt  aus  Satz  20  (S.  81),  der  hier  ja  auch,  gilt, 
(MNAA')  =  (MNA'A)  =  konst.  =  k. 

Es  ist  aber  nach  24.,  Gleichung  (3) 

(^^^'^)  =  (mAaö' 

also 

(MNAA')2  =  1. 

Als  Wert  des  Doppelverhältnisses  (MNAA')  ergibt 
sich  daraus  —  1,  da  der  Wert-}- 1  nicht  zulässig (2  5.  Aufg.  3.); 
es  ist  also  k  =  —  1  und  A  und  A'  liegen  harmonisch 
zu  M  und  N,  ebenso  B  und  B'  usw.  Allgemein  kann 
man  beweisen 

Satz  23.  „Eine  Involution  besteht  aus  all  den  Paaren 
von  Elementen,  welche  die  zwei  Doppelelemente,  (die 
reell  oder  imaginär  sein  können),  harmonisch  trennen." 

Gribt  man  sich,  also  z.  B.  irgend  zwei  Gerade  m  und  n, 
die  sich  in  S  schneiden,  so  kann  man  zu  jedem  be- 
liebigen Strahle  a  des  Büschels  S  einen  Strahl  a'  kon- 
struieren, derart,  daß  a  und  a'  das  Strahlenpaar  m,  n  har- 
monisch trennen.  AUe  diese  Strahlenpaare  a,  a'  bilden 
eine  Strahleninvolution. 

Irgend  eine  nicht  durch  S  gehende  Gerade  wird  von 
derselben  in  einer  Punktinvolution  geschnitten,  wie  über- 
haupt aus  involutori sehen  Gebilden  durch  Projizieren  und 
Sehneiden  wiederum  solche  Gebilde  hervorgehen. 

Läßt  man  m  und  n  oder  allgemein  die  Doppelelementc 
einer  Involution  zusammenfallen,  so  muß  von  den  beiden 
Elementen  eines  jeden  Paares  der  Involution  eines  sich 
stets  mit  diesem  Doppelelement  vereinigen.  In  einei' 
solchen    parabolischen    (uneigentlichen)    Involution    ent- 
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spricht  daher  dem  Doppelelement  jedes  Element  des 
Trägers.  Man  beachte  diesen  Unterschied  im  Yergieich 
zur  parabolischen  Projektivität. 

§  18.    Die  Punktinvolution. 

Die  verschiedenen  Typen. 

50.  Hat  man  eine  Punktinvolution  auf  einer  Gleraden, 
so  kann  man  auch  zum  unendlich  fernen  Punkt  0'  ihres 
Trägers  sich  den  entsprechenden  Punkt  0  verschaffen. 
Dieser  Punkt  0  heißt  der  Mittelpunkt  der  Involution. 
Weitere  Paare  entsprechender  Punkte  seien  A,  A',  B,B' 
usw.    Dann  gilt  die  Relation 

(ABOO')  =  (A'B'0'0), 

da  ja  die  involutorische  Beziehung  nur  ein  spezieller  Fall 

der  projektiven.    Rechnet  man  die  Ausdrücke  aus  und 

beachtet,   daß  0'  im  Unendlichen  liegt,   so  ergibt  sich 

AO.  A'O  =  BO.B'0. 

Demnach  muß  dies  Produkt,  gebildet  für  irgend  zwei 
entsprechende  Punkte,  immer  den  gleichen  Wert  liaben. 
Bezeichnen  ^vir  denselben  mit  c,  so  sind  folgende  Fälle 
möglich : 

1)  c  positiv,  also  etwa  c  =  d^.  Dann  müssen  die 
Strecken  AO  und  A'O,  BO  und  B'O  usw.  stets  gleich- 
gerichtet sein,  da  ihr  Produkt  positiv*).  Es  liegen  also 
entsprechende  Punkte  A,  A'  usw.  immer  auf  der  gleichen 
Seite  vonO,  beide  rechts  oder  beide  links  vom  Mittelpunkt 
0  (Fig.  30  a).  In  der  Entfernung  d  vom  Mittelpunkt 
finden  wir  rechts  und  links  die  Doppelpunkte  dieser 
hyperbolischen  Involution. 


*)    Wir   wählen    auf   dem    Träger    der   Involution    eine 
Richtung  als  die  positive. 
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Fig.  30; 


2)  c  negatjv,  so  daß  c  =  —  d^.  Dann  müssen 
entsprechende  Pyinkte  wie  A,  A'  usw.  stets  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  0  liegen,  der  eine  rechts,  der 
andere  links  vom  Mittelpunkt  (Fig.  30  b).  Die  Involution 
besitzt  keine  Doppelpunkte,  ist  elliptisch. 


Fig.  30b. 

3)  c  =  0  liefert  den  Übergangsfall.  Soll  das  Produkt 
A  0  •  A'  0  stets  Null  sein,  so  muß  von  den  zwei  Punkten 
A,  A'  usw.  immer  einer  nach  0  fallen.  Jedem  Punkte 
des  Trägers  entspricht  also  der  Mittelpunkt  0  und  in 
diesen  rücken  gleichzeitig  die  beiden  Doppelpunkte.  Dies 
ist  eine  parabolische  Xavolutiou. 


§  18.    Die  Punktinvolution.  91 

Aus  1)  und  2)  ergibt  sich  noch  die  Regel:  Wenn  die 
beiden  Punktpaare  A,  A'  und  B,  B'  sich  ti-ennen,  so  existieren 
keine  Doppelpunkte  (Fig.  30b);  wenn  aber  eine  der 
Strecken A  A' und B B' ganz  innerhalb  -^^er ganz außeihalb 
der  andern  liegt,  so  sind  reelle  Doppnlpunkte  vorhanden 
(Fig.  30  a). 

Geometrische  Erzeugung  einer      mktinvolution. 

51.  Sind  zwei  Punktpaare  A,  A',  i-,  B'  einer  Punkt- 
involution gegeben  (Fig.  30  a  oder  8('  b),  so  legen  wir 
durch  einen  beliebigen  Punkt  P  und  lurch  A  und  A', 
sowie  durch  P,  B  und  B'  je  einen  Kreis.  Diese  beiden 
Kreise  schneiden  sich  zum  zweitenmal  in  einem  Punkte 
Q.  Die  YerbindungsÜnie  P  Q  trifft  den  Träger  der  In- 
volution in  einem  Punkte  0.  Alle  Kreise,  die  durch  P 
und  Q  gehen,  bilden  einen  „Kreisbüschel".  Schneidet 
irgend  einer  dieser  Kreise  den  Träger  in  den  Punkten  C 
und  C,  so  ergibt  sich  nach  planimetrischen  Sätzen 
OP.OQ  =  OA.OA'  =  OB.OB'  =  OC.OC'. 

Also  bilden  die  Punktpaare,  in  denen  der  Kreisbüschel 
den  Träger  g  schneidet,  die  gegebene  Punktinvolution. 
0  ist  der  Mittelpunkt  derselben.  Trennen  sich  die  Pimkt- 
paare  A,A',  B,B'  nicht  wie  in  Figur  30a,  so  gibt  es 
in  dem  Büsclicl  auch  zwei  Kreise,  welche  den  Träger 
berühren.  Die  Berührungspunkte  sind  die  Doppelpunkte 
M,  N  der  Involution.  In  der  Figur  30  b,  wo  die  Punkt- 
paare A,A',  B,B'  sich  trennen,  existieren  keine  Doppel- 
pimkte.  Umgekehrt  wird  jeder  Kreisbüschel  von  irgend 
einer  Geraden  seiner  Ebene  in  einer  Punktinvolution  ge- 
schnitten, die  jedem  der  drei  genannten  Typen  angehören 
kann.  Legt  man  die  Gerade  durch  P,oder  Q,  so  erhält 
man  auf  ihr  als  Schnitt  mit  dem  Kreisbüschel  eine  para- 
bolische Involution. 
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§  19.    Die  Strahleninvolution. 

Das  rechtwinkelige  Strahlenpaar  einer 
Strahleninvolution. 

52.  War  für  die  metrische  Behandlung  der  Punkt- 
mvolution  der  Mittelpunkt  derselben  von  Bedeutung,  so 
können  wir  bei  einer  Strahleninvolution  immer  ein 
Strahlenpaar  finden,  dessen  beide  Elemente  aufeinander 
senkrecht  stehen. 


Fig.  31  a. 


In  der  Tat  ist  im  Punkte  S  eine  Involution  gegeben 
durch  die  Stralilenpaare  a,  a'  und  b,  b',  so  sclmeiden 
wir  mit  einer  beliebigen  Greraden  g  diese  Strahleninvolutioii 
in  einer  Punlctinvolution  A ,  A',  B ,  B'  (Fig.  31a  und  31b). 
Durch  die  Punkte  S,  A,  A'  sowie  durch  S,  B,  B' 
zeichnen  wir  bzAv.  Kreise,  die  sich  zum  zweitenmal  in 
P  begegnen.  Dann  können  wir  die  Punktinvolution  auf 
g  auch  vermittels  des  Kreisbüschels  durch  S  und  P  er- 
zeugen. In  diesem  findet  sich  aber  stets  auch  ein  Kreis, 
der  seinen  Mittelpunkt  auf  g  hat.  Begegnet  dieser  der 
Geraden  g  in  X  imd  X',  so  werden  diese  beiden  Punkte 
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ans  S  dui'ch  ein  Strahlenpaar  x ,  x'  der  Strahleninvolution 
projiziert,  das  einen  rechten  Winkel  einschließt. 

In  Figur  31a  sind  die  Doppelpimkte  M  und  N  der 
Punkt  in  volution  auf  g  konstruiert,  indem  nach  51.  vom 
Schnittpunkt  0  aus  an  einen  der  Kreise  des  Büschels 
die  Tangente  gezeichnet  wurde.  Fach  ihnen  laufen  die 
Doppelstrahlen  m  imd  n  der  Strahleninvolution ;  die 
Stralüen  x ,  x'  halbieren  nach  Aufgabe  6  die  "Winkel  von 


Fig.  31  b. 


m  und  n.     Es  gilt  ferner  auch  (vgl.  Aufgabe  10)   die 
Eelation 

tg(xa) . tg(xaO  =  tg(xb) .  tg(xbO ...  -  tg^  (xm)  =  tg^ (xn) 

=  konst. 

Die  Rechtwinkelinvolution. 

53.  Errichtet  man  zu  den  Strahlen  a,  b,  c  eines 
Büschels  in  dessen  Mittelpunkte  S  die  Senkrechten  a', 
b',  c'  .  .  (Fig.  32),  so  sind  die  Büschel  a,  b,  c  .  .  . 
und  a',  b',  c'  .  .  .  projektiv.  Sie  stehen  aber  weiter  in 
in volutori scher  Beziehung.  Denn  dem  Strahle  a',  ge- 
nommen als  Strahl  d ,  entspricht  wieder  a  als  Element  d'. 


94    rV.  Die  projektive  Beziehung  auf  dem  gleichen  Träger. 

Diese  Paare  rechter  Winkel  bilden  eine  Strahleninvolution, 
die  man  als  rechtwinkelige  Strahleninvolution,  als  „zir- 
kuläre" oder  kurz  als  „Rechtwinkelinvolution"  bezeichnet. 
Selbstverständlich  hat  sie  keine  reellen  Doppelstrahlen. 
Zwei  Paare  rechtwinkeliger  Strahlen  a,  a'  imd  b,  b' 
bestimmen  jedenfalls  eine  Involution.  Schneiden  wir 
sie  durch  eine  Gerade  g  in  der  Punktinvolution  A,  A',  B,B' 
(Fig.  32)  und  legen  abermals  durch  S,   A,   A'  sowie 


I 


durch  S,  B,  B'  je  einen  Kreis.   Der  zweite  Schnittpunkt  T 
dieser  Kreise  liegt  dann  symmetrisch  zu   S  in  bezug 
auf  g,  und  alle  Kreise  des  dadurch  bestimmten  Kreis- 
büschels haben  ihre  Mittelpunkte  auf  dieser  Geraden. 
Folglich  wird  irgend  ein  Strahl  c  der  Involution  auf  dem 
ihm  zugeordneten  c'  senkrecht  stehen.     Es  folgt  daher 
Satz  24.     „Eine    Strahleninvolution   besitzt   stets    ein 
Strahlenpaar,   dessen  Strahlen  aufeinander  senkrecht 
stellen.     Treten  aber  in  einer  Involution  zwei  Paare 
zueinander  rechtwinkeliger  Strahlen  auf,  so  steht  jeder 
Strahl  auf  dem  Ihm  entsprechenden  senkrecht,  die  In- 
volution ist  eine  Rechtwinkelinvolution." 
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§  20.     Die  Involutionen  beim   vollständigen  Viereck 
und  Vierseit,    Transversalen  beim  Dreieck. 

Schnitt  einer  Geraden  mit  einem  vollständigen 
Viereck. 

54.  Ist  ein  vollständiges  Viereck  E,  F,  G ,  H  gegeben 
und  irgend  eine  Gerade  g ,  so  schneidet  dieselbe  die  drei 
Gegenseitenpaare  1,  1',  m, 
m',  n,  n'  des  Vierecks  in 
drei  Punktpaaren  L,  L', 
M,  M',  N,  N'  (Fig.  33), 
von  denen  wir  zeigen 
woUen,  daß  sie  einer  In- 
volution angehören. 

Bezeichnen  wir  den 
Schnittpmikt  von  EG  und 
FH  mit  X  mid  projizieren 
die  Pmikte  E,  X,  G,  W 
zuerst  aus  F,  dann  aus  H 
auf  g,  so  ergibt  sich 

(EXGNO  =  (LNM'N')  =  (MNL'N') , 
folglich 

(LNM'NO  =  (MNL'NO  =  (L'N'MN). 

^lithin  gibt  es  eine  projektive  Beziehung,  in  der  den 
L^mkten  L ,  N ,  M',  N'  der  Reihe  nach  die  Punkte  L',  N', 
M,  N  zugeordnet  sind,  und  diese  muß  eine  involutorische 
sein,  da  sich  die  Punkte  N  und  W  in  doppelter  Weise 
entsprechen  (Satz  20  S.  81).  Damit  ist  bewiesen  der  von 
Desargues  (1639)  herrührende 

Satz  25.  „Die  drei  Paare  von  Gegenseiten  eines  voll- 
ständigen Vierecks  werden  von  irgend  einer  Geraden 
in   drei  Punktpaaren   einer   Involution   geschnitten." 


Fig.  33. 
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"Wählen  wir  die  schneidende  Gerade  speziell  so,  daß 
sie  durch  zwei  Nebenecken  des  vollständigen  Yierecks 
hindurchgeht,  z.  B.  durch  L  und  M  (28.  Fig.  16),  so  ver- 
einigen sich  in  L  und  M  je  zwei  entsprechende  Punkte 
der  Involution;  also  werden  dies  die  Doppelpunkte  der 
ausgeschnittenen    Involution    und  das  letzte    Paar   von 
Gegenseiten  liefert  ein  Punktpaar,  das  zu  M  und  N  har- 
monisch liegt  (49.  Satz  23);  damit  sind  wir  auf  die  Figur 
zurückgekommen,  aus  welcher  wir  früner  die  geometrische 
Definition  harmonischer  Punkte  ableiteten. 
Aufgabe  21.     Eine  Punktinvolution  auf  einer  Geraden 
ist  dm-ch  die  Punktpaare  L ,  L',  M ,  M'  gegeben;  man 
konstruiere  zu  einem  beliebig  angenommenen  Punkte 
N  den  entsprechenden  W. 
Lösung.     Unter  Bezugnahme  auf  Satz  25   verschaffen 
wir  uns  ein  zweckmäßig  gelegenes  vollständiges  Vier- 
eck, indem  wir  durch  N  irgend  eine  Gerade  ziehen, 
auf  ihr  beliebig  die  Punkte  F  und  H  wählen,  ferner 
die  Geraden  FL,  FM',  HL',  HM  zeichnen.     Dann 
schneiden  sich  F  L  und  H  M  in  E ,  F  M'  und  H  L'  in 
G  imd  die  Yerbindungslinie  E  G  liefert  in  ihrem  Schnitt- 
punkt mit  dem  Träger  den  gesuchten  Punkt  W.    Diese 
Konstruktion  erfordert  bloß  das  Ziehen  von  geraden 
Linien,  ist  also  der  N'atur  der  Aufgabe  gemäß  eine  rein 
„lineare". 
Für  das  vollständige  Yierseit  läßt  sich  dann   ohne 
weiteres  aussprechen 

Satz  26.  „Die  drei  Paare  von  Gegenecken  eines  voll- 
ständigen Yierseits  werden  aus  jedem  Punkte  seiner 
Ebene  durch  drei  Strahlenpaare  einer  Involution  pro- 
jiziert." 
Aufgabe  22.  Eine  Strahleninvolution  ist  durch  zwei 
Strahlenpaare    gegeben;    zu    einem    beliebig    ange- 
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noramciien    woitfi-en    Str;ililo   den   entsprechenden   zu 
konstruieren    und    zwar   lediglich   mit  Benutzimg  des 
Lineals. 
Aufgabe  23.     Schneidet  eine  beliebige   Gerade  g  die 
Nebenseiten  LT7,  MM',  NN'  eines  vollständigen  Vier- 
sei ts  in  den  Punkten  X,  Y,  Z  und  ermittelt  man  zu  X 
den  vierten  harmonischen  X'  in  bezug  auf  L,  L',  ebenso 
zu  M ,  M'  und  N ,  N'  die  vierten  harmonischen  Y',  Z', 
so  liegen  X',  Y',  Z'  wieder  auf  einer  Geraden  g-'. 
Zum  Beweise  bringe  man  g  mit  der  Verbindungslinie 
X'  Y'  in  P  ziun  Schnitte  und  betrachte  die  Strahlen  Involution, 
durch  welche  die  Gegeneckenpaare  aus  P  projiziert  werden. 
Läßt  man  g  ins  Unendliche  rücken,  so  folgt  daraus  der 
Satz  von  Gauß:  Die  Mitten  der  Strecken  LL',  MM',  NN', 
welche  von   den   Gegeneckenpaaren   eines   vollständigen 
Vierseits  gebildet  werden,  liegen  auf  einer  Geraden. 

Sätze  über  das  Dreieck. 
55.    Ist  ein  Dreieck  ABC  gegeben   und   in   seh] er 
Ebene  ein  Punkt  P  sowie  eine  Gerade  p,  so  wollen  wir 
P  aus  den  Ecken  auf  die  Dreiecks- 
seiten projizieren   nach  A^,  B^,  C^ 
(Fig.  34)  und  anderseits  p  mit  den 
Dreiecksseiten    in    A',  B',  C    zum 
Schnitt  bringen.     Auf  jeder  Drei- 
ecksseite liegen  also  vier  Punkte. 
Projizieren  wir  dieselben  aus  P  auf 
die    Transversale    p    und    treffen 
PA,  PB,  PC  in  A,  B,  C  dies. 
Gerade,  so  ist 

(ABCiC)  =  (ABCC) 

(BCAiA')  =  (BCAA') 

(CAB,B')-(CABB'). 

Doehlemann,  Projektive  Geometrie. 
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Fühlten  wir  auf  der  rechten  Seite  die  Ausdrücke  für  die 
Doppelverhältnisse  ein  und  bilden  das  Produkt,  so  ergibt 
sich 

(1)  (ABC,CO(BCAi  AO(CAB^BO  =  -  ^^^~|g,. 

Nun  werden  aber  die  drei  Gegenseitenpaare  des  voll- 
ständigen Vierecks  ABCP  von  p  in  den  Punkten 

AA',  BB',  CC 
gesctinitten,  die  folglich  einer  Involution  angehören,  und 
es  gilt  (vgl.  48.    S.  87)  die  Beziehung 

(2)  AB^.BC^-CA^  _  _ 
A'B.B'C-C'A" 

Demnach  wird  in  (1) 

(3)  (ABCiC')(BCAiA')(CABiB')  =  —  1 . 
Dieser  Zusammenhang    besteht   zwischen    den    drei 

Doppel  Verhältnissen ,  wobei  der  Punkt  P  und  die  Ge- 
rade p  noch  beide  ganz  Avillkürlich  angenommen  werden 
konnten.  Haben  zwei  dieser  Doppelverhältnisse  den  "Wert 
—  1 ,  so  ergibt  sich  folghch  für  das  dritte  der  gleiche 
Wert,  so  daß  damit  bewiesen 

Satz  27.    „Projiziert  man  einen  Punkt  Q  aus  den  Ecken 

eines  Dreiecks  auf  dessen  Seiten  und  konstruiert  auf 

jeder  Seite  den  vierten  harmonischen  dieses  Punktes 

in  bezug  auf  die  beiden  Dreiecksecken,  so  liegen  diese 

auf  einer  Geraden  q." 

Diese  Gerade  heißt  die  „Harmonikale"  des  Punktes  Q 

und  umgekelu-t  gehört  zu  jeder  beliebig  angenommenen 

Geraden  q  ein  solcher  Punkt  Q. 

56.  Schreiben  wir  die  Gleichung  (3)  in  der  Form 

..       /AC,  »BA,  »CBA    /BC^.CA^.ABA  _  __ 

^^      \BGi.CAi.AbJ   \AC'.BA'.CB7  '        , 
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80  zoi^t  sich,  daß  der  erste  Klaminerausdruck  bloß  vom 
Pmikti»P,  der  zweite  lediglich  von  der  Q-eraden  p  ab- 
liängt.  Wählen  vnr  nun  als  Gerade  p  die  unendlich 
ferne  Gerade,  so  werden  für  diese  die  drei  Quotienten 

BO'  CA'  AB'  .  ^  ^  V.  -^  ,  •  X.  1  '4.  i. 
_  ___^  ___  je  der  Einheit  gleich,  also  ist  auch 
AG      B  A       OB 

ACi    BA,     C]B,__ 

^^^  bc/ca/aBi 

oler 

(5»)          ACi .  1'.  Ai  .  GBl  =  —  BCi  •  AB^  .  CA^ . 
Damit  haben  wü*  den  Satz  des  Ceva  (1678)  erhalten: 
Satz  28.    „Schneiden  die  durch  einen  Punkt  gehenden 
Eck  transversalen  eines  Dreiecks  AB  G  die  Gegenseiten 
in  Aj ,  Bi ,  Gl ,  KO  gilt  die  Beziehung 
AG,   BAi   CB,  _  _      , 
BOV'CAi'aBi 
Es  gut  aber  auch  die  Uihkehrung: 
„Treffen  drei  Ecktransversalen  eines  Dreiecks  ABC 
in  Ai ,  B^ ,  Gl  die  Gegenseiten  und  ist  die  Beziehung 
(5)  ei  1  iillt,  so  schneiden  sich  die  drei  Linien  A  A^ ,  BBj^ , 
COi  in  einem  Punkte." 
Denn  projizieren  wir  den  Schnittpunkt  von  AAj^  und 
BB^  aus  C  nach  Cf,  so  liefert  der  obige  Satz: 
AC{  BAi   CBi 

bcI'ca/aBi  ""        ' 

so  daß  in  Yerbindung  mit  (5) 

ACi  _  AC{ 

BCi  ~BCi" 
also  muß  Gl  mit  Cj  zusammenfallen.    Die  Yorzeichen  er- 
halten wir  am  sichersten,  indem  wir  in  der  Gleichimg  (5) 
die  Yorzeichen  der  drei  Teilquotienten  bestimmen. 

7* 
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Verbinden    wir  endlieli  noch  (5)  mit  (4),  so  erg'ibt 
sich 

BG^     GA^    AW  _  ^ 

^  ^  AC '  ba:*  CB'  ~ 

oder  der  Satz  des  Menelaos  (100  nach  Chr.): 
S at  z  2 9.   „Schneidet  eine  beliebige  Transversale  die  Seiten 
eines  Dreiecks  A  B  C  in  A',  B',  C,  so  gilt  die  Beziehung 
BC     CA'     AB' _ 

ÄC'*  iW*  Cß'  ~  "^  5 

oder  '' 

BC'.CA'.AB'  =  AC'.BA'.CB'" 

und  umgekelu't : 

„Enthalten  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  Punkte  A', 

B',  C  und  gilt  die  Beziehung  (6),  so  liegen  diese  drei 

Punkte  auf  einer  Geraden." 

Diese  Umkehrung  beweist  man  ganz  ähnlich,  wie  die 

des  Satzes  von  Ceva. 

Aufgabe  24.    Man  beweise,  daß  sich  in  jedem  Dreieck 

a)  die  drei  Seiten-Halbierenden, 

b)  die  Winkel-Haibierenden,  W^ 

c)  die, drei  Höhen  f 
je  in  einem  Punkte  schneiden. 

Aufgabe  25.     Einem  Dreieck  ABC  ist  ein  Kreis  um-    ; 
schrieben  und  die  Tangenten  des  Kreises  in  den  Eck- 
punkten werden  mit  den  Gegenseiten  zum  Schnitt  ge- 
bracht.   Man  beweise,  daß  diese  drei  Punkte  auf  einer 
Geraden  liegen  (Gerade  von  Lemoine). 


V.  Abschnitt. 

Die  Kegelschnitte  als  Erzeugnisse   projektiver 
Grrundgebilde  erster  Stufe. 


§  21.  Da8  Erzeugnis  zweier  projektiver,  in  der  gleichen 
Ebene  gelegener  Strahlenbüschel, 

Die  Erzeugung  neuer  Gebilde. 

57.  Im  bisherigen  haben  wir  uns  damit  beschäftigt, 
die  einförmigen  Gnmdgebilde  projektiv  aufeinander  oder 
auf  sich  selbst  zu  beziehen  und  die  Eigenschaften  solcher 
Beziehungen  zu  untersuchen.  Dies  ist  aber  nicht  unser 
Endzweck;  vielmehr  wollen  wir  jetzt  projektive  Grund- 
gebilde erster  Stufe  dazu  benutzen,  lun  aus  ihnen  neue 
geometrische  Gebilde  abzuleiten.  In  zwei  projektiven 
Grundgebilden  sind  ja  die  Elemente  einzeln  einander  zu- 
geordnet. Wenn  nun  zwei  solche  einander  entsprechende 
Elemente  vermöge  der  Operationen  des  Projizieren s  oder 
Schneidens  ein  neues  Element  festlegen,  so  bestimmen 
die  beiden  projektiven  Grimdgebilde  —  vorausgesetzt, 
daß  man  alle  die  unendlich  vielen  entsprechenden  Ele- 
mente zusammen  nimmt  —  eine  unendliche  Anzahl  neuer 
Elemente,  also  ein  neues  geometrisches  Gebilde,  das  wir 
als  „Erzeugnis"  der  projektiven  Grundgebilde  bezeichnen. 

Hat  man  z.  B.  zwei  projektive  Strahlenbüschel,  die 
üi  einer  Ebene  gelegen  sind,  so  kann  man  jeden  Strahl 
des  einen  Büschels  mit  dem  ihm  entsprcclienden  des  andern 
Büschels  zum  Schnitt  bringen  imd  man  erhält  so  zunächst 
lauter  einzelne  Punkte,  die  aber  um  so  mehr  einen  im- 
unterbrochenen  Linien zug,  also  eine  „Kurve"  bilden  werden, 
je  melir  man  die  Strahlen  in  den  Büscheln  verdichtet. 
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Zwei  beliebig  im  Räume  gelegene  projektive  Sti-aMen- 
büschel  dagegen  würden  zunächst  kein  neues  Gebilde  „er- 
zeugen", weü  zwei  im  Eaum  befindKche  Gerade  kein  neues 
Element  festlegen. 

Hat  man  zwei  projektive  Punktreüien,  so  kann 
man  jeden  Punkt  mit  seinem  entsprechenden  durch  eine 
Gerade  verbinden  imd  erhält  so  als  Erzeugnis  ein  System 
von  unendlich  vielen  Geraden.  Dies  ist  möglich,  gleich- 
gültig, ob  die  Punktreüien  in  einer  Ebene  liegen  oder  be- 
Uebig  im  Eaume.  Das  Erzeugnis  ist  freilich  in  beiden 
Fällen  ein  ganz  verschiedenes.  Denn  bei  der  ersten  An- 
nahme liegen  alle  diese  Yerbinduugsgeraden  in  der  gleichen 
Ebene,  bei  der  zweiten  sind  sie  im  Eamiie  angeordnet.  Auf 
diese  Weise  kann  man  neue  geometrische  Gebilde  erzeugeu, 
und  dies  sind  gerade  die  einfachsten  und  wichtigsten  der 
Geometrie  und  die  nämlichen,  zu  denen  man  aucli  durch 
die  anderen  mathematischen  Untersuchimgsmethuden  ge- 
f  ülirt  wird.  Wir  betrachten  zunächst  das  Erzeugnis  zweier 
projektiver  Stralüenbüschel  in  der  gleichen  Ebene.  Dies 
ist,  wie  bereits  erwähnt,  eine  Kurve.  Dali  er  uiüssen  wir 
einige  auf  diesen  Gegenstand  sich  beziehende  Bemerkungen 
vorausschicken. 

Ordnung  und  Klasse  einer  Kurve. 

58.  Unter  euier  „ebenen  Kurve"  oder  km-z  einer 
„Kurve"  woUen  wir  einen  ununterbrochenen  Lhiieiizug 
verstehen,  dessen  einzelne,  alle  in  einer  Ebene  befind- 
liche Punkte  sich  nach  einem  mathematisch»  in  Gesetze 
bestimmen*).  In  der  rechnenden  (analytischen)  Geometrie 


*)  Auf  die  genaueren,  zum  Teil  schwierigen  Definitionen, 
wie  sie  nur  die  Analysis  zu  liefern  imstande  ist,  können  wir 
hier  nicht  eingehen. 
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teilt  man  die  Kurven  ein  nach  der  Natur  der  Gleichung, 
durch,  welche  sie,  etwa  in  rechtwinkeligen  Koordinaten 
X,  y,  dargestellt  werden.  Diese  Gleichung  kann  durch, 
eine  „transzendente"  Funktion  der  Yariabeln  gegeben 
werden  —  „transzendente  Kurven",  oder  durch  eine  „al- 
gebraische" Funktion  —  „algebraische"  Kurven.  Die  Auf- 
gabe, die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Geraden  mit 
einer  Kurve  zu  bestimmen,  führt  dann  auf  eine  Gleichung, 
deren  Wurzela,  sofern  sie  reell  sind,  die  geometrisch,  in 
die  Erscheinung  tretenden  Schnittpunkte  der  Geraden  mit 
der  Kurve  liefern;  etwaigen  imaginären  Wurzeln  dagegen 
entsprechen  keine  geometrisch  sichtbaren  Sclmittpunkte. 
Ist  die  Kurvengieichung  transzendent,  so  erhält  man 
auf  einer  beliebigen  Geraden  im  allgemeinen  unendlich 
viele  Schnittpunkte  mit  der  Kurve,  da  auch  die  Gleichung 
für  die  Schnittpunkte  dann  transzendent  sein  wii'd.  Liegt 
eine  algebraische  Kurvengleichung  vor  vom  Grade  n 
(bei  der  also  die  Smnme  der  Exponenten  von  x  und  y  in 
jedem  Term  n  nicht  übersteigt,  aber  mindestens  einmal 
erreicht),  so  ist  auch  die  Gleichung  zur  Bestimmung  der 
Schnittpunkte  der  Kurve  mit  einer  Geraden  algebraisch 
und  vom  n*®^  Grad.  Diese  Zahl  n  nennen  wir  die 
„Ordnung"  der  Kurve  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  die 
Wurzeln  der  letzteren  Gleichung  reell  oder  (paarweise) 
komplex  sind.  Natürlich  kann  dann  auch  die  Zahl  der 
reellen  Schnittpunkte  einer  behebigen  Geraden  mit  einer 
solchen  Kurve  n*^^  Ordnung  nie  größer,  sondern  höchstens 
=  n  sein.  Doch  braucht  die  Zahl  von  n  reellen  Schnitt- 
punkten mit  einer  Geraden  nicht  erreicht  zu  werden. 
Es  kann  vielmehr  vorkommen,  daß,  n  z.  B.  als  gerade 
vorausgesetzt,  eine  behebige  Gerade  immer  nur  n  — •  2 
oder  n  —  4  usw.  reelle  Schnittpunkte  mit  der  Kurve 
i^ter  Ordnimg  liefert. 
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Um  zu  dem  Begriff  der  Tangente  einer  Kurve  zu  ge- 
langen, sei  P  ein  Pimkt  einer  Kurve,  Pj  ein  anderer  Punkt 
derselben.  Der  Punkt  P^  rückt  auf  der  Kurve  gegen  P 
hin.  Dann  kann  man  immer  die  Yerbindungslinie  PPj 
zeichnen.  Je  mehr  sich  nun  P^  dem  Punkte  P  nähert, 
um  so  mehr  nimmt  die  Yerbindungslinie  PPj  eine  be- 
stimmte Grenzlage,  die  der  Tangente  in  P,  an,  die  er- 
reicht wird,  wenn  P^  mit  P  zusammenfällt.  Die  Diffe- 
rentialrechnimg lehrt  durch  die  Rechnung  diese  Tangente 
zu  ermitteln,  sofern  die  Funktion,  deren  geometrisches 
Bild  die  gegebene  Kurve  ist,  die  nötigen  Voraussetzungen 
erfüllt.  Eine  Kurve  bestimmt  also  auch  eine  uuendlicho 
Anzahl  von  geraden  Linien,  ilirc  Tangenten.  Jede  Tangente 
berührt  im  „Berührungspunkt"  die  Kiu-ve. 

Ist  umgekehrt  eine  Reilic  von  unendlich  vielen  Ge- 
raden gegeben,  die  ununterbi-ochen  (stetig)  aufeinander 
folgen,  so  ist  auch  dadurch  eine  Kurve  bestimmt,  die  von 
diesen  Geraden  als  Tangenten  „umhüllt"  wird  (Fig.  35). 
Halten  wir  eine  der  Geraden,  etwa  t  fest,  und  wählen 
eine  zweite,  etwa  t^,  näher  und  näher  an  t,  so  nähert 
sich  der  Schnittpunkt  von  t  imd  tj  mehr  und  mehr  einem 

bestimmten  Pmikt  auf 
t,  den  er  erreicht, 
wenn  t^  mit  t  zu- 
sammenfällt. Dieser 
Pmikt  ist  der  Berüh- 
nmgspunkt  T  von  t 
mit  der  umhüllten 
Kiu-ve.  Von  den  durch 
T  an  die  Kiu-ve  gehen- 
den Tangenten  haben 
sich  also  zwei  in  der 
Fig.  35.  Tangente  t  vereinigt. 
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Die  Aufgabe,  die  Tangenten  einer  algebraisclien  Kiu-ve 
zu  bestimmen,  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  in  der 
Ebene  der  Kurve  gehen  (Fig.  35),  führt  rechnerisch  auf  eine 
gewisse  Gleichung.  Den  Grad  dieser  Gleichung  bezeiclmet 
man  als  die  „Klasse"  der  Kurve  und  zwar  in  rein  analy- 
tischem Sinne,  also  ohne  Eücksicht  auf  die  Realität  dieser 
Tangenten.  Diese  Zahl  ist  dann  auch  wieder  eine  obere 
Grenze  für  die  Anzahl  der  reellen  Tangenten,  die  durch 
einen  Punkt  an  eine  Kurve  gehen  können.  An  eine  Kurve 
v^^^  Klasse  können  also  auch  von  keinem  Punkte  aus  mehr 
als  V  reelle  Tangenten  gezogen  werden. 

Die  Kurve  2.  Ordnung. 
59.    Betrachteii  wir  jetzt  das  Erzeugnis  zweier  pro- 
jektiver Strahlenbüschol  R  und  S^  in  der  gleichen  Ebene. 


Fig.  36. 


Die  projektive  Beziehung  derselben  sei  festgelegt  diu-ch 
tUe  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  a,  a^ ,  b,  b^ ,  c,  c^ , 
welche  sich  bezüglich  in  A,  B,  C,  schneiden  (Fig.  36)*).' 
Um  weitere  Punkte  der  von  den  Düscholn  erzeugten  Kur\e 
■Ml  erhalten,  konstruieren  wir  noch  andere  entsprechende 

*)  Man  lege  sich,  wie  immer,  die  Figur  selbst  an. 
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StraMen  der  beiden  Büschel  nach  der  in  33.  (Fig.  23)  i 

gegebenen  Methode.    AVir  wälüen  zwei  Gerade  g  und  gj^  t 

beliebig  durch  A,  bringen  g  mit  a,  b,  c  in  A,  B,  C,  gj^  ] 

mit  a^,  bji,  q  in  A^,  B^,  C^  ziun  Schnitt;  dann  liefern  J 

BB^  und  CCi  in  ihrem  Schnittpunkt  das  Zentrum  P  der  ■ 

Perspekti\dtät  für  die  Punktreihen  auf  g  und  g^ .  >  ; 

Zu  einem  beliebigen  Sti-ahl  d  des  Büschels  S  finden  i 

wir  dann  den  entsprechenden  d^  im  Büschel  S^  gemäß  ; 

der  Yorschrift,  daß  der  Schnittpunkt  D  von  d  und  g  mit  l 

dem  Schnittpimkt  D^  von  d^  und  g^  auf  einer  Geraden  j 

durch  P  liegen  muß.    Die  Strahlen  d  und  d^  schneiden  I 

sich  in  einem  weiteren  Pimkt  D  der  erzeugten  Kiu-ve,  ^ 

die  Avir  kurz  mit  k^  bezeichnen  wollen  imd  von  der  wir  ] 

auf  diese  Weise  beliebig  viel  Punkte  zeichnen  können.  1 

Wir  behaupten  nun,  daß  auch  die  Büschelmittelpunkte  \ 

S  und  Si  auf  der  k^  liegen.    Denn  betrachten  wir  den  | 

Yerbindungsstrahl  SS^  als  einen  Strahl  des  Büschels  S,  j 

weswegen  er  mit  e  bezeichnet  werden  möge,  so  entspricht  j 

ihm  der  in  der  Figur  gezeichnete  Strahl  e^  und  es  er-  ; 

scheint  S^  als  Schnitt  der  entsprechenden  Strahlen  e  und  : 

Ol,  also  liegt  S^  auf  der  erzeugten  Kurve.    Ebenso  kann  j 

SSi  aber  auch  als  Strahl  des  Büschels  S^,  also  als  ein  I 

Strahl  fj   betrachtet  werden,  wonach   ihm  der  in  der  | 

Figur  konstniierte  Strahl  f  entspricht.    S  ist  jetzt  Schnitt-  = 

punkt  "der  entsprechenden  Strahlen  f  und  f^ ,  mithin  eben-  i 

falls  ein  Punkt  von  k^.  ^ 

Die  Kurve  k^  ist  ferner  von  der  2.  Ordnung,  d.  h.  i 

eine  beliebige  Gerade  1  schneidet  sie  im  allgemeinen  in  ; 

zwei  Punkten.    Um  dies  zu  beweisen,  konstruieren  wir  • 

in  einer  eigenen,  neuen  Figm*  die  Schnittpunkte  A,  ; 

B,  C  von  1  mit  den  Strahlen  a,  b,  c  und  die  Schnitt-  ! 

punkte  Ai ,  Bi ,  Ci  von  1  mit  a^ ,  b^ ,  Cj .  Denken  wir  uns  ] 
die  beiden  projektiven  Büschel  S  und  S^  mit  1  geschnitten. 
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so  sind  die  auf  1  entstehenden  Punktreihen  A,  B,  C  . .  . 
nnd  Ai,  B^,  Cj  .  .  .  ebenfalls  projektiv.  Ist  M  ein  Doppel- 
punkt dieser  beiden  Punktreihen,  so  schneiden  sich  in 
ihm  entsprechende  Strahlen  SM  und  S^  M  der  beiden 
Büschel,  folglich  liegt  ein  solcher  Doppelpunkt  auf  der  k2. 
Andererseits  muß  ein  Schnittpunkt  von  1  mit  k^  notwendig 
einen  Doppelpunkt  der  projektiven  Punktreilien  liefern. 
Folglich  hegen  auf  der  Geraden  1  so  viel  Schnittpunkte 
mit  der  Kurve  k^,  als  Doppelpunkte  der  beiden  projektiven 
Punktreihen  vorhanden  sind,  d.  h.  zwei,  die  natürhch  reell 
oder  nicht  vorhanden  (imaginär)  oder  in  einem  Punkte 
vereinigt  sein  können.  Die  Kurve  k^  ist  also  von  der 
2.  Ordnung.  Wir  nennen  sie  wohl  auch  eine  „Punkt- 
reihe 2.  Ordnung".  Die  wirkliche  Durchführung  der 
Konstruktion  der  Schnittpunkte  auf  1  folgt  später  als 
Aufgabe  26  (S.  112). 

Kehren  wir  nun  wieder  zu  der  Figur  36  zurück. 
Jede  durch  S  gehende  Gerade  wie  z.  B.  d  hat  also  mit 
der  k2  außer  S  noch  einen  Punkt  gemein  und  zwar 
ist  dies  der  Punkt  D,  wo  d  von  dem  entsprechenden 
Strahl  dj  getroffen  wird.  Betrachten  wir  nun  aber  den 
Strahl  f ,  so  wird  dieser  Strahl  von  dem  entsprechenden 
Strahl  f^  wieder  in  S  getroffen:  es  fallen  mithin  für  den 
Strahl  f  die  beiden  Schnittpunkte  mit  der  k^  nach  S, 
demnach  ist  f  die  Tangente  in  S  an  die  Kurve  k^.  Ebenso 
folgert  man,  daß  der  Strahl  e^  die  Kurve  k^  in  Sj  berührt. 

Zusammenfassend  gelangen  wir  zu  folgendem 
Satz  30.  „Das  Erzeugnis  zweier  projektiver,  in  der 
gleichen  Ebene  befindlicher  Strahlenbüschel  ist  eine 
Kurve  2.  Ordnung,  welche  auch  durch  die  Büschel- 
mittelpunkte hindurchgeht  und  in  diesen  diejenigen 
Strahlen  zu  Tangenten  hat,  welche  dem  Verbindungs- 
strahl der  Mittelpunkte  bezüglich  entsprechen." 
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Weitere  Sätze  über  die  Kurve  2.  Ordnung. 

60.    Die  Punkte  S   und  S^    nahmen  bis  jetzt  eine  i 

ausgezeichnete  Stellung  ein  gegenüber  den  anderen  Punk-  i 

ten  der  k-.    Trotzdem  spielen  sie  auf  dieser  Kurve  keine  \ 

besondere  Rolle,  vielmehr  können,  wie  wir  jetzt  zeigen  \ 

wollen,  irgend  zwei  beliebige  Punkte  von  k^  als  Mittel-  \ 

punkte  projektiver  Büschel  genommen  werden,   welche  i 

die  Kurve  k^  erzeugen.  ] 

Es  seien  wio(lcr(Fig. 37)diebeidenprojektivenStrahlen-  \ 

büschel    S    und    Sj  \ 

gegeben    durch    die  \ 

Strahlenpaare  a,  a^,  . 

b,  bi,  c,  c^,   welche  j 

die  Punkte  A,  B,  C  ^ 

liefern,  ferner  seien  \ 

durch    A   die    Hilfs-  I 

geraden  g  und  g^  gc-  l 

zeichnet  und  das  Zeil-  \ 

trum  P  der  perspek-  \ 

tiven  Punktreihen  auf  i 

g  und  gj  konstruiert.  \ 

Wenn  wir  dann  SP  j 

ziehen,   so   ist  der  Schnittpunkt  T  von  SP  mit  g^  ein  | 

Pimkt  der  erzeugten  Kurve  k^  und  ebenso  der  Punkt  R,  | 

in  welchem  g  von  S^  P  getroffen  wird.    Die  Richtigkeit  i 

dieser  Behauptungen   ergibt   sich   direkt  durch  die  Bc-  \ 

merkung,  daß  ST  und  S^T,  ebenso  SR  und  S^R  gemäß  1 

unserer  Konstruktion  entsprechende  Stralilen  t,  t^  bzw.  ; 
r,  r^  sind.  —  Man  erhält  dann  die  nämliche  projektive 

Beziehung  der  Büschel  S  und  S^,  also  auch  die  gleiche  ; 

Kurve  k^,  wenn  man  süitt  von  den  Strahlenpaaren  a,ai,  ] 

bjbj,  c,  c^   ausgeht  von  den  drei  Strahlenpaaren  bjbj.  \ 

r,ri,t,ti.  I 


Fig.  37. 
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Wir  denken  uns  nun,  wir  hätten  die  Kurve  k^,  aus- 
gehend von  den  projektiven  Büscheln  S  und  S^ ,  konstruiert. 
Darauf  greifen  wir  auf  ihr  drei  Punkte  beliebig  heraus, 
die  wir  B,  T,  R  nennen,  während  die  nach  ihnen  laufen- 
den Strahlen  der  Büschel  S  und  S^  bzw.  b,  b^ ,  t,  t^ ,  r,  r^ 
heijßen  mögen,  und  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  die 
Figur  37  zu  rekonstruieren,  also  zwei  Gerade  g  und  g^ 
zu  finden,  welche  die  Konstruktion  der  projektiven  Be- 
ziehung vermitteln. 

Ziehen  wir  ST  und  S^R,  so  liefert  ihr  Schnittpunkt 
einen  Punkt  P.  Durch  P  wollen  wir  jetzt  irgend  eine 
Gerade  ziehen,  welche  die  Strahlen  b  und  b^  bezüghch 
in  B'  und  Bf  trifft.  Wir  zeichnen  den  Schnittpunkt  A' 
von  RB'  und  TBf.  Bezeichnen  wir  die  Geraden  RA' 
und  TA'  bzw.  mit  g'  und  gf,  so  können  wir  unter  Be- 
nutzung von  P  als  Perspektivitätszentrum  die  Büschel  S 
und  Sj  jetzt  projektiv  aufeinander  beziehen,  und  diese 
projektive  Beziehung  muß  notwendig  die  gleiche  sein, 
wie  die  ursprünglich  gegebene,  da  sie  in  drei  Paaren 
entsprechender  Strahlen  b,bi,  t,  t^,  r,  r^  mit  ihr  über- 
einstimmt. Dann  schneiden  sich  aber  in  A'  entsprechende 
Strahlen  der  gegebenen  projektiven  Büschel,  d.  h.  A'  liegt 
auch  auf  der  Kurve  k^. 

Nun  war  aber  die  Gerade  durch  P,  welche  B'  und 
Bi  auf  b  und  b^  ausschnitt,  noch  ganz  beliebig.  Lassen 
wir  sie  den  Büschel  P  durchlaufen,  so  beschreiben  B' 
und  Bi  auf  b  und  b^  zueinander  Perspektive  Punktreihen. 
Die  Strahlen  RB'  und  TB/,  welche  diese  Punktreihen  je 
aus  R  und  T  projizieren,  werden  also  projektive  Strahlen- 
büschel durchlaufen  und  entsprechende  Strahlen  dieser 
Büschel  schneiden  sich  immer  in  Punkten  A'  der  Kurve 
k2.^  Folglich  werden  die  Pimkte  A'  aus  R  und  T  durch 
projektive  Büschel  projiziert. 
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Die  Rechnung  zeigt  nun  ferner,  daß  die  durch  pro- 
jektive Stralilenbüschel  erzeugte  Kui've  die  allgemeinste 
Kurve  2.  Ordnung  ist.«  Wir  haben  also  den 
Satz  31.    „Die  Punkte  einer  Kurve  2.  Ordnung  werden 
aus    zwei   beliebigen   ihrer   Punkte   durch   projektive 
Strahlenbüschel  projiziert." 
Zusatz  1.    Da  wir  in  den  Büschelmittelpunkten  S  und 
S^  nach  59.  die  Tangenten  an  die  Kurve  2.  Ordnung 
konstruieren  konnten,  so  ist  es  uns  jetzt  auch  möglich, 
in  einem  beliebigen  Punkt  der  Kurve  die  Tangente 
zu  zeichnen,  indem  wir  den  Mittelpunkt  des  einen  er- 
zeugenden Büschels  in  diesen  Punkt  verlegen. 
Zusatz  2.    Der  Kreis  ist  auch  eine  Kiu"ve  2.  Ordnung 
und  besitzt  die  in  Satz  31  zum  Ausdruck  gebrachte 
Eigenschaft  (44.),  die  wir  übrigens  bei  der  Steinerschen 
Konstruktion  bereits  benutzten  (45.).    Da  aber  diese 
Konstruktion  bloß  diese  Eigenschaft  voraussetzte,   so 
könnten  wir  dazu  statt  des  IQ-eises  auch  eine  beliebige 
Kurve  2.  Ordnung  benutzen. 

Bestimmung  einer  Kurve  2.  Ordnung. 
61.  Aus  der  Erzeugung  der  Kurve  2.  Ordnung  durch 
projektive  Büschel  folgt  auch  leicht,  daß  es  eine  und  nur 
eine  solche  Kurve  gibt,  welche  fünf  beliebig  in  einer 
Ebene  gelegene  Punkte  1,  2,  3,  4,  5  enthält.  Demi 
wählen  wir  z.  B.  die  Punkte  1  und  2  als  Büschelmittel- 
pimkte,  so  müssen  den  Strahlen  13,  14,  15  der  Eeihe 
nach  entsprechen  die  Strahlen  23,  24,  25,  wodurch  rlie 
projektive  Beziehung  der  Büschel  gerade  festgelegt  ist. 
Die  Büschel  1  und  2  erzeugen  dann  die  durch  die  fünf 
Punkte  gehende  Kurve  2.  Ordnung.  Es  kann  keine  zweite 
solche  Kurve  geben.  Denn  auch  eine  solche  zweite  Kurve 
würde  aus  1  und  2  durch  projektive  Büschel  projiziert 
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und  diese  projektive  Beziehung  muß  mit  der  eben  be- 
stimmten notwendig  zusammenfallen,  da  sie  drei  Paare 
entsprechender  Strahlen  mit  ihr  gemein  hat.  Also  folgt 
Satz  32.  „Durch  fünf  beliebige  Punkte  einer  Ebene 
geht  eine  und  stets  eine  Kurve  2.  Ordnung." 


»3"      '4' 


Fig.  38. 

Würden  von  den  fünf  gegebenen  Punkten  drei,  etwa^ 
die  Punkte  3,  4,  6  in  einer  Geraden  p  liegen,  so  wären 
die  Strahlenbüschel  aus  1  und  2  perspektiv  und  die  Ge- 
rade p  wäre  die  Achse  der  Perspektivität.  Das  Erzeugnis 
dieser  Perspektiven  Strahlenbüschel  1  und  2  bestände 
zunächst  in  der  Geraden  p,   da  sich  ja  entsprechende 
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Strahlen  stets  auf  p  Legegnen.  Weiter  gehört  aber  aiK^li 
die  Yerbindiingslinie  12  der  Büschelinittelpunlvte  diesem 
Erzeugnis  an.  Denn  in  üir  fallen  zwei  entsprechende 
Strahlen  der  Perspektiven  Büschel  ihrerganzcn  Ausdehnung 
nach  zusammen,  so  daß  jeder  Punkt  dieser  Linie  als 
Schnittpunkt  dieser  beiden  entsprechenden  Stralüen  der 
Perspektiven  Büschel  betrachtet  werden  kann.  Bei  Per- 
spektiven Büscheln  besteht  also  das  Erzeugms  m  zwei 
geraden  Linien,  die  Kurve  2.  Ordnung  ist,  Axde  man  sich 
ausdrückt,  „zerfallen"  und  zwar  in  zwei  Gerade,  d.  h. 
zwei  Kurven  1.  Ordnung. 

Auf  o-abe  26.    Eme  Kurve  2.  Ordnimg  ist  gegeben  durch 
die  fünf  Pimkte  1,  2,  3,  4,  5;    die  Schnittpunkte  nut 
einer  Geraden  1  zu  konstruieren. 
Lösung.    Wir  führen  den  in  59.  angegebenen  Gedanken- 
gang durch.    Die  Punkte  1  und  2  werden  als  Mittel- 
punkte der  die  Kurve  erzeugenden  Büschel  genommen 
mg   38);  die  Pimktreihen,  welche  die  gegebene  Ge- 
rade 1  auf  diesen  Büscheln  ausschneidet,  projizieren 
wir  aus  S  auf  den  gezeichnet  vorUegenden  Hilfski-eis. 
Die  St^inersche  Konstruktion  üefert  dann  die  verlangten 
Schnittpimkte  M  und  N. 
Aufgabe  27.    In  den  Punkten  1  und  4  die  Tangenten 

an  die  Kurve  2.  Ordnung  zu  konstruieren. 
Lösung.    Siehe  Zusatz  1  von  60.  | 

§  22.    Der  Satz  von  Pascal.  2 

Gegenseiten  eines  Sechsecks. 
62     Aus  irgend  sechs  Punkten  in  einer  Ebene  kann 
man  in  sehr  verschiedener  Weise  Sechsecke  bilden.   Yef- 
teilt  man  die  Ziffern  1,  2,  3,  4,  5,  6  in  irgend  einer  An- 
ordnung auf  die  sechs  Punkte,  so  ist  dadurch  das  Sechseck 
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12  3  4  5  6  festgelegt,  dessen  Ecken  in  der  Reihenfolge 
der  Ziffern  durclüaufen  werden.  In  einem  solchen  Sechs- 
eck, dessen  Seiten  sich  im  übrigen  noch  ganz  beliebig 
schneiden  dürfen,  kann  man  dreimal  je  zwei  Seiten  ein- 
ander zuordnen,  nämlich  die  Seiten  12  und  45,  dann  23 
und  56,  endlich  34  und  61.  Wir  nennen  die  zwei  Seiten 
eines  solchen  Paares,  zmschen  denen  immer  vier  Seiten 
des  Sechseckes  gelegen  sind,  „Gregenseiten".  Schneiden  sich 
12  und  45  inX,  23  und  56  in  Y,  34  und  61  in  Z,  so  sind 
also  X,  Y,  Z  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  und  für 
jede  Numerierung  kann  man  diese  drei  Pu  n  kte  konstruieren. 

Das  einer  Kurve  2.  Ordnung  eingeschriebene 
Sechseck. 
63.  Betrachten  wir  jetzt  in  Figur  37  das  Sechseck 
der  auf  der  Kurve  k^  gelegenen  Punkte  ATSES^R,  das 
wir  in  dieser  Reihenfolge  mit  12  345  6  numerieren.  Dann 
sind  in  ihm  Gregenseiten  AT  und  BS^ ,  ferner  TS  und  S^  R, 
endlich  SB  und  RA.  Die  Schnittpunkte  dieser  Gegen- 
seiten sind  der  Reihe  nach  B^,  P,  B  und  nach  der  Figm^ 
hegen  diese  drei  Punkte  auf  einer  Geraden.  Vermöge 
dieser  Eigenschaft  fanden  wir  ja  immer  andere  Punkte  A' . . . 
der  Kiu-ve  k^.  Die  sechs  Punkte  A,  T,  .  .  .  ,  R  können 
aber  als  sechs  beliebige  Pmikte  auf  der  Kurve  2.  Ordnung 
betraclitet  werden.  "Würde  man  sie  in  irgend  einer  anderen 
Weise  numerieren,  so  könnte  man  auch  paeder  die  Punkte, 
auf  welche  die  Zahlen  3  und  5  fallen,  als  Mttelpunkt  der 
die  Kurve  erzeugenden  Strahlenbüschel  nehmen,  die  Punkte 
mit  den  Ziffern  2  und  6  ließen  wir  die  Rolle  der  Punkte 
R  und  T  spielen  usw.  Wir  erhalten  dann  ein  neues 
Sechseck,  aber  auch  in  diesem  müssen  wiederum  die 
Schnittpunkte  der  Gegenseiten  auf  einer  Geraden  liegen; 
demnach  ergibt  sich  der 
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Satz  33.    „Sind  sechs  beliebige  Punkte  auf  einer  Kurve 
2.  Ordnung  gegeben  und  numeriert  man  sie  in  irgend 
einer  "Weise   zu  einem  Sechseck,   so  liegen  die  drei 
Schnittpunkte  der  Gegenseiten  dieses  Sechsecks  auf 
einer  Geraden." 
Dies  ist  der  wichtigste  Lehrsatz  von  Pascal,  den  dieser, 
16  Jahre  alt,  im  Jahre  1640  veröffentlichte.    Em  Sechs- 
eck, in  dem  die  Gegenseitenschnittpunkte  auf  einer  Ge- 
raden liegen,   heiJßt  auch  ein  Pascalsches  Sechseck  und 
diese  Gerade  die  Pascalsche  Linie  (P.  L.). 

Wenn  femer  bei  der  in  60.  gegebenen  Konstruktion 
die  Punkte  A',  .  .  . ,  die  man  für  verschiedene  durch  P 
gehende  Gerade  erhielt,  stets  auf  der  Kurve  2.  Ordnung 
k2  lagen,  so  liefert  dieses  offenbar  den 
Satz  34.    „Gehören  in  eiaem  Sechseck,  das  irgendAvie 
numeriert  ist,  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  einer 
Geraden  an,  so  liegen  die  sechs  Ecken  des  Sechsecks 
auf  einer  Kurve  2.  Ordnung." 
Es  geht  also  die  durch  fünf  der  Ecken  des  Sechseckes 
bestimmte  Kurve  2.  Ordnung  dann  von  selbst  auch  durch 
die  letzte  Ecke  des  Sechsecks.    Ein  Pascalsches  Sechs- 
eck ist  mithin  stets  einer  Kurve  2.  Ordnung  eingeschrieben. 
Wenn  ferner  bei  irgend  einer  Numerierung  in  einem 
Sechseck  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  auf  einer  Ge- 
raden hegen,  so  hat  das  Sechseck  diese  Eigenschaft  bei 
jeder  möglichen  ISTumerierung. 

Spezialisierungen  des  Pascalschen  Satzes. 
64.  Aus  dem  Satze  von  Pascal  können  wir  noch 
andere,  speziellere  Sätze  ableiten.  Lassen  wir  von  den 
Ecken  des  der  Kurve  eingeschriebenen  Sechsecks  die 
Ecke  2  der  Ecke  1  auf  der  Kiu-ve  näher  und  näher  rücken, 
so  fäUt  scliließüch  2  mit  1  zusammen,  so  daß  man  bloß 
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noch,  ein  Filnfock  hat,  als  Yerbindungsseite  1 2  aber  müssen 
wir  die  Tangente  in  1  betrachten.  "Wie  sich  der  Pascal- 
sche  Satz  dann  modifiziert,  dürfte  aus  Figur  39a  zu  ent- 
nehmen sein. 


Fig.  39  a. 


Fi-   391». 


■--..t^ 


-^^% 


39  c. 


Fisr.  39  d. 


Ebenso  Izönnen  wir  zweimal  zwei  Ecken  dos  Sechs- 
ecks zusannuenrücken  lassen  und  erhalten  dadurch  zwei 
in  den  Figuren  39b  und  39c  dargesteUte  Sätze. 

Wenn  endlich  dreimal  zwei  Ecken  zusammenfallen, 
so  ergibt  sich  der  in  Figur  39 d  zur  Anschauung  gebrachte 
Satz  35.    „Hat  man  ein  einer  Kurve  2.  Ordnung  einge- 
schriebenes Dreieck,  so  liegen  die  Schnittpunkte  jedei 
Dreieckssoitemit  der  Tangente  in  dergegenüberliegendeu 
Ecke  in  einer  Geraden." 

8* 
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Anwendungen  des  Pascalschen  Satzes. 

65.  Der  Satz  von  Pascal  gab  seiner  Ableitung  nach 
nur  einen  anderen,  bequemeren  Ausdruck  für  die  Kon- 
struktion, vermittels  welcher  man  entsprechende  Stralilen 
in  den  eine  Kurve  2.  Ordnung  erzeugenden  projektiven 
Strahlenbüscheln  fand.  Er  kann  daher  auch  benutzt 
werden,  um  von  einer  solchen  Kurve,  sofern  sie  irgend- 
wie, z.  B.  durch  fünf  Punkte,  bestimmt  ist,  weitere 
Punkte  zu  konstruieren.  Wir  lassen  die  beiden  Aufgaben 
1.  Grades  folgen,  deren  Lösung  der  Pascalsche  Satz 
leistet. 

Aufgabe  28.     Fünf  Punkte   einer  Kurve   2.   Ordnung 

sind  gegeben,  sowie  durch  einen  dieser  Punkte  eine 

Gerade.     Man   konstruiere  den  zweiten  Schnittpunkt 

dieser  Geraden  mit  der  Kurve  2.  Ordnung. 

Lösung.    Der  Punlvt,  durch  den  die  gegebene  Gerade  1 

geht,  sei  mit  1  bezeichnet 

d/  (Fig.  40),   der  zweite  ge- 

\v  /  suchte  Schnittpunkt  auf  1 

r        \   ^  ^^-^^ ^^^  "'  ^^  ^^^  ^^^^  ^^®  ^®^^® 

^\~\~^>^'  ^    1  2  jedenfaUs  mit  der  Ge- 

^v  ^''    .  raden  1  zusammenfällt;  die 

^^.^0^  übrigen  gegebenen  Punkte 

y-          '  mögen  mit  3,  4,  5,  6  be- 

p.    ^Q  zeichnet  werden.  Das  Sechs- 

eck, welches  der  gesuchte 
Punkt  2  mit  den  gegebenen  Punkten  bildet,  ist  ein 
Pascal sches.  Die  Pascalsche  Linie  (P.  L.)  können  wir 
konstruieren  als  Verbindungslinie  der  Punkte  X  und  Z, 
wobei  X  Schnittpunkt  von  1  2  und  4  5 ,  Z  Schnitt- 
punkt von  3  4  und  6  1.  Auf  ihr  müssen  sich  auch 
schneiden  2  3  und  5  6 .    Die  letztere  Linie  liefert  also 
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aiif  der  P.  L.  den  Punkt  Y  und  3Y  schneidet  den 
gesuchten  Punkt  2  auf  1  aus. 

Aufgabe  29.  Yon  einer  Kui-ve  2.  Ordnung  sind  fünf 
I'unkte  gegeben;  in  einem  derselben  die  Tangente  an 
die  Kurve  zu  konstruieren. 

Lösung.  In  der  Absicht,  ims  ein  Pascalsches  Sechseck 
bzw.  Fünfeck  zu  numerieren, 
bezeichnen  v^ir  den  Punkt, 
in  dem  die  Tangente  kon- 
struiert werden  soll,  mit  1,  2 
(Fig.  41);  die  anderen  gege- 
benen Punkte  mit  3, 4,  5,  6. 
Dann  kann  man  wieder  die 
Punkte  Y  und  Z  der  Pascal- 
schen  Linie,  also  diese  selbst 
konstruieren.  Auf  ihr  schnei-  Fig.  4i. 

det  4  5   den  Punkt  X  aus, 

durch  den  nach  den  Erörterungen  von  61.  die  Tangente 
1  2  im  Punkte  1  geht. 

Eine  andere  Lösung  der  vorstehenden  Aufgabe  ergab 
sich  aus  60.  Zusatz  1. 

Granz  in  ähnlicher  Weise  behandelt  man  die  beiden 
folgenden  Aufgaben. 

Aufgabe  30.  Yon  einer  Kurve  2.  Ordnung  sind  vier 
Pimkte  gegeben  und  in  einem  derselben  die  Tangente; 
in  einem  der  übrigen  Punkte  die  Tangente  an  die 
Kurve  zu  konstruieren. 

Aufgabe  31.  Yon  einer  Kurve  2.  Ordnung  sind  drei 
Pimkte  gegeben  imd  in  zweien  derselben  die  Tangenten 
an  die  Kurve;  im  dritten  Punkte  die  Tangente  zu 
konsti'uieren. 


118        V.  Die  Kegelschnitte  als  Erzeugnisse  usw. 

§  23.    Das  Erzeugnis  zweier  projektiver,  in  der 
gleichen  Ebene  gelegener  Pmik treiben. 

Die  Kurve  2.  Klasse. 

66.  Zwei  in  einer  Ebene  befindliclie,  projektiv 
aufeinander  bezogene  Punktreihen  g-  und  g^  liefern  ein 
Erzeugni  ,  3ofem  wir  je  zwei  entsj) rechende  Panlite  der- 
selben durch  eine  Gerade  verbinden.  Wir  erlialten  zunächst 
ein  Polygon,  dessen  Seiteti  von  solchen  Yerbindungsge- 
raden  gebildet  werden,  und  schließlich,  nach  Ausführung 
des  Grenzübergangs,  als  Umhüllungsgebilde  der  uncndhch 
vielen  Yerbindungsstrahlen  eine  Kurve,  deren  Tangenten 
eben  alle  diese  Strahiert  sind. 

Um  diese  Kurve  näher  zu  untersuchen,  sei  (Fig.  42) 
die  projektive  Beziehung  von  g  und  g^  dui'ch  drei  Paare 
entsprechender  Punkte  gegeben,  A,  A^ ,  B ,  B^ ,  C ,  C^ , 
welclie  verbunden  drei  Tangenten  a,  b,  c  der  erzeugten 
Kui-ve  liefern.  AVeitere  Tangenten  derselben  finden  wir 
unter  Benutzung  der  in  32. (Figur  2 2) angegebenen  Methode 
ziu:  Konstrulvtion  entsprechender  Punkte  der  projektiven 
Punktreihen.  Es  werden  also  auf  a  die  Punkte  S  und  S^ 
beliebig  angenommen,  sodann  aus  ihnen  g  und  g,  dirrch 
j.erspektive  Strahlenbüsohel  projiziert,  welche  als  Per- 
spektiven Schnitt  die  Gerade  p  liefern. 

Zu  einem  beliebigen  Punkte  D  auf  g  finden  wir  nun 
den  entsprechenden  D^  auf  g^  mit  Kücksiclit  darauf,  daß 
sich  SD  und  S^^D^  wieder  in  einem  Punkte  D  von  p 
f;clmeiden  müssen.  DD^  ist  dann  eine  weitere  Tangente 
der  erzeugten  Kiu-ve. 

Unter  Anwendung  der  gleichen  Konstruktion  ermitteln 
wir  jetzt  auch  die  Punkt  e  E^  und  F,  welche  dem  Schnitt- 
punkt von  g  und  g^  entsprechen,  Avenn  wir  ihn  als  E 
und  Fl    bezciclmen.     ^]s  treten  dabei  die  Hilfspunkte  E 
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und  F  auf.  Dann  ist  aber  g  die  Verbindungslinie  der 
entsprechenden  Punkte  F  und  F^,  während  g^  die  ent- 
sprechenden Punkte  E  und  E^  verbindet.  Also  sind  auch 
g  und  g^  Tangenten  der  erzeugten  Kurve,  die  Avir  x- 
nennen  wollen. 


Fig.  42. 


Diese  Kurve  ist  von  der  2.  Klasse,  d.  h.  durch  einen 
beliebigen  Punkt  P  gehen,  algebraisch  gesprochen,  zwei 
ihrer  Tangenten.  Dies  erkennen  wir  an  einer  eigenen 
Figur  in  folgender  Weise.  Um  die  durch  P  gehenden 
Tangenten  der  x-  zu  finden,  haben  wir  bloß  zuzusehen, 
wie  oft  es  vorkommen  kann,  daß  cme  Yerbindungslinie 
entsprechender  Punkte  von   g  und  g^    durch  P  läuft. 
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Projizieren  wir  nun  aber  die  Punktreihen  g  und  g^  aus 
P  je  durch  einen  Strahlenbüschel,  so  haben  die  Doppel- 
strahlen dieser  projektiven  Büschel  die  Eigenschaft, 
Tangenten  durch  P  an  die  Kurve  x^  zu  liefern,  und  nur 
für  diese  Doppelstrahlen  tritt  dies  ein.  Die  Kurve  x^  ist 
also  in  der  Tat  von  der  2.  Klasse. 

Wählen  wir  einen  Punkt  D  auf  g,  so  gehen  durch 
ihn  auch  zwei  Tangenten  anx^:  die  eine  ist  die  Tangente 
g,  die  andere  ist  die  Yerbindungslinie  d  von  D  mit  dem 
entsprechenden  Punkt  D^.  Diese  zwei  Tangenten  sind 
immer  verschieden,  nur  für  den  Punkt  F  fällt  diese  zweite 
Tangente  auch  mit  g  zusammen.  Durch  F  gehen  also 
zwei  imendlich  benachbarte  Tangenten  der  >c^^  mithin  ist 
nach  58.  F  der  Berülirungspimkt  von  g  mit  der  Km-ve  x^. 
Ebenso  ist  natürlich  E^  der  Berührungspunkt  der  Tan- 
gente gj.    Wir  haben  damit  erhalten: 

Satz  36.  „Das  Erzeugnis  zweier  projektiver,  in  der 
gleichen  Ebene  gelegener  Punktreihen  ist  eine  Kurve 
2.  Klasse,  welche  auch  die  Träger  der  Pimktreihen 
zu  Tangenten  hat.  Die  Berührungspunkte  dieser 
beiden  Tangenten  sind  die  Punkte,  welche  den  im 
Schnittpunkte  der  Träger  vereinigten  bezüglich  ent- 
sprechen." 

Weitere  Eigenschaften  der  Kurve  2.  Klasse. 

67.  In  den  soeben  durchgeführten  Betrachtungen 
waren  die  Tangenten  g  imd  g^ ,  die  Träger  der  projektiven 
Punktreihen,  vor  den  übrigen  Tangenten  wie  a,  b,  c,  .  .  . 
ausgezeichnet.  Wir  woUen  nun  zeigen,  daß  irgend  zwei 
Tangenten  der  Kurve  x^  die  RoUe  von  g  und  g^  über- 
nehmen können,  indem  die  übrigen  Tangenten  auch  auf 
ihnen  projektive  Punktreihen  ausschneiden. 
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Konstruieren  wir  wieder  (Fig.  43),  ausgehend  von 
drei  Paaren  A,Ai,  BjB^,  0,0^  entsprechender  Punkte, 
den  Perspektiven  Schnitt  p.  Dieser  treffe  g  und  g^  in 
zAvei  Punkten,  die  als  llilfspunkte  Q  und  R  betrachtet 


Fig.  4a 

werden  mögen.  Dann  erkennt  man,  daß  S^Q  eine  Tan- 
gente q  der  erzeugten  Kurve  (Q  fällt  mit  Q  zusammen, 
während  Q^  der  Schnitt  von  S^  Q  und  g^  ist),  und  ebenso 
ist  SR  eine  Tangente  r  von  tc^. 

Statt  nun  von  g,  g^,  a,  b,  c  als  Tangenten  der  er- 
zeugten Kurve  tc^  auszugehen,  können  wir  auch  g,  g^,  b, 
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r,  q  zur  Bestimmung  von  y,'^  benutzen,  da  ja  r  und  q  in 
gleicherweise  entsprechende  Punkte  der  gegebenen  pro- 
jektiven Punktreihen  g  und  g^^  ausschneiden. 

Denken  wir  ims  jetzt  die  Kurve  7i^  tangentemveise 
konstruiert,  indem  wir  von  g,  g^,  a,  b,  c  ausgehen.  Dann 
seien  drei  beliebige  ihrer  Tangenten  herausgegriffen,  die 
wir  mit  b,  r,  q  bezeichnen.  Wir  wollen  nun  die  vorige 
Figur  rekonstruieren  mit  diesen  Elementen.  Die  Tan- 
gente r  trifft  gl  in  R,  die  Tangente  q  den  Träger  g  in  Q, 
die  Tangente  b  schneidet  auf  g  und  g^  zwei  Punkte  B 
und  Bi  aus,  die  Verbindungslinie  QR  sei  p. 

Wählen  wir  nun  auf  p  irgend  einen  Punkt  B'  beliebig, 
so  möge  BB'  mit  r  den  Schnittpunkt  S',  B^B'  mit  q  den 
Sclmittpunkt  Si  liefern.  Dann  können  wir  mit  S'  und  S/ 
als  Büschehnittelp unkten  imd  p  als  perspektivem  Schnitt 
dieser  Büschel  eine  projektive  Beziehiuig  auf  g  und  gj 
herstellen,  die  aber  mit  der  gegebenen  identisch  sein  muß, 
da  sie  mit  ihr  die  drei  Punktpaare  B,Bi,  R,Ri,  Q,Qi 
gemein  hat.  Es  muß  also  auch  die  Verbhidungslinie  S'Sf 
oder  a'  entsprechende  Pimkte  der  projektiven  Punkti^eihen 
g  und  gl  aussclmeiden,  mithin  ist  diese  Linie  a'  ebenfalls 
eine  Tangente  von  «2^ 

Nun  war  B'  noch  beliebig  auf  p  anzimehmen.  Lassen 
wii-  B'  auf  p  wandern,  so  beschreiben  die  Strahlen  aus  B 
und  Bj  nach  B'  Perspektive  Strahlenbüschel,  und  diese 
Strahlenbüschel  schneiden  auf  r  und  q  bezüglich  die 
Punkte  S'  und  Si  aus.  Es  müssen  also  auch  die  Punkt- 
reihen S'  und  Si  als  Schnitte  mit  Perspektiven  Büscheln 
projektiv  sein  oder  mit  anderen  Worten:  die  Geraden  a', 
die  sämtlich  Tangenten  der  Kurve  k^^  schneiden  auf  den 
Tangenten  r  und  q  projektive  Punktreihen  aus. 

Die  Analysis  ergänzt  diese  Betrachtungen,  indem  sie 
zeigt,  daß  jede  Kurve  2.  Klasse  als  Erzeugnis  projektiver 
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Punktreihen  dargestellt  werden  kann.    Demnach  ist  be- 
wiesen: 

Satz  37.  „Auf  irgend  zwei  Tangenten  einer  Kurve 
2.  Klasse  schneiden  die  übrigen  Tangenten  dieser 
Kurve  projektive  Punktreihen  aus." 

Bestimmung  einer  Kurve  2.  Klasse. 

68.  Aus  der  eben  nachgewiesenen  Erzeugung  der 
Kui'ven  2.  Klasse  ergibt  sich  unmittelbar,  daß  man  sich 
fünf  Tangenten  einer  solchen  Kurve  beliebig  geben  darf, 
daß  es  also  stets  eine  und  nur  eine  solche  Kurve  gibt, 
welche  fünf  vorgegebene  Gerade  berülirt. 

Denn  sind  I,  II,  III,  lY,  Y  diese  Geraden,  so  wählen 
wir  etwa  I  und  II  aus  und  ordnen  die  Punkte  einander 
zu,  welche  III,  lY  und  Y  je  auf  ihnen  ausschneiden. 
Dadurch  ist  die  projektive  Beziehung  der  Punktreihen 
auf  I  und  n  gerade  festgelegt.  Die  durch  diese  Punkt- 
reihen erzeugte  Kurve  ist  die  verlangte.  Es  gibt  nur 
eine  solche  Kurve,  wie  man  ebenso  zeigt  wie  in  61., 
also  folgt 

Satz  88.  „Es  gibt  eine  und  nur  eine  Kurve  2.  Klasse, 
welche  fünf  beliebige  Gerade  berührt." 
Gehen  von  den  fünf  gegebenen  Geraden  drei,  etwa 
ni,  lY  und  Y  durch  einen  Punkt  S,  so  werden  die  Punkt- 
reihen auf  I  und  11  perspektiv.  Die  Yerbüidungslinien 
entsprechender  Punkte  bilden  also  den  Strahlenbüschel  S. 
Außerdem  fallen  aber  in  dem  Schnittpunkt  von  I  und  II 
entsprechende  Punkte  E  und  E^  der  Perspektiven  Punkt- 
reihen auf  I  und  11  zusammen.  Jede  durch  E  gehende 
Linie  kann  mithin  als  eine  Gerade  gelten,  welche  ent- 
sprechende Punkte,  nämlich  E  und  E^,  verbindet.  Es 
gehört  also  auch  der  Strahlenbüschel  E  dem  Erzeugnis 
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der  Perspektiven  Punktreihen  auf  I  und  II  an.  Das 
Erzeugnis  perspektiver  Punktreihen  besteht  folglich  in 
zwei  Strahlenbüscheln,  deren  Strahlen  je  den  Büschel- 
inittelpunkt  umhüllen.  Die  Kurve  2.  Klasse  ist  in  ein 
Punktpaar,  d.  h.   in  zwei  „Kiu-ven  1.  Klasse"  zerfallen. 


Fig.  41. 


Aufgabe  32.  Von  <5iner  Kiu-ve  2.  Klasse  sind  fünf 
Tangenten  gegebe..,  man  zeichne  die  durch  einen 
Punkt  S  an  die  Kurve  gehenden  Tangenten. 
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Lösung.  In  Yerfolgimg  des  in  66.  bereits  erörterten 
Gredankengangs  greifen  wir  zwei  der  gegebenen  Tan- 
genten, etwa  I  und  II  heraus  (Fig.  44),  markieren  die 
Punktreihen,  welche  die  drei  übrigen  Tangenten  auf 
ihnen  ausschneiden,  und  projizieren  diese  auf  den  Hilfs- 
kreis,  von  dem  wir  annehmen,  daß  er  durch  den  ge- 
gebenen Punkt  S  gehe.  Die  Doppelstrahlen  der  dadurch 
entstehenden  Strahlenbüschel,  die  nach  45.  konstruiert 
sind,  liefern  die  gesuchten  Tangenten. 

§  24.    Der  Satz  von  Brianchon. 

Gegenecken  eines  Sechsseits. 

69.  Irgend  sechs  Gerade  in  einer  Ebene  lassen  sich 
in  verschiedenster  Weise  zu  einem  Sechsseit  zusammen- 
fassen. Verteilen  wir  auf  die  sechs  Geraden  irgendwie 
die  Nummern  I,  II,  HI,  IV,  V,  VI  und  durchlaufen 
die  Seiten  in  der  Eeihenfolge  der  Nummern,  so  sind  als 
Schnittpunkte  auf  einand  er  folgender  Seiten  auch  sechs 
Ecken  bestimmt,  nämlich  der  Schnittpunkt  vor  I  imd  II, 
den  wir  als  Punkt  (I,  II)  bezeichnen,  der  Punk);  (11,  III) 
usw.,  endüch  der  Punkt  (VI,  I).  Es  folgt  also  auf  VI 
wieder  I.  (Zyklische  Vertauschung.)  Aus  diescL^  sechs 
Ecken  eines  numerierten  Sechsseits  lassen  sich  drei  Paare 
von  „Gegenecken"  büden,  die  Ecke  (I,  II)  und  (VI,  V),  dann 
(H,  III)  und  (V,  VI),  endlich  (DI,  IV)  und  (VI,  I).  Je  zwei 
solche  Gegenecken  können  wir  durch  eine  Gerade  verbinden 
und  erhalten  so  drei  Verbindungslinien  von  Gegenecken, 
die  wir  in  der  angegebenen  Eeihenfolge  x,  y,  z  nennen. 

Das  einer  Kurve  2.  Klasse  umschriebene 
Sechsseit. 

70.  Betrachten  wir  jetzt  in  Figur  43  das  Sechsseit 
aqgbg^r  und  numerieren  es  in  dieser  Eeihenfolore  mit 


II 
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1,  n,  ni,  lY,  V,  YI,  so  sind  die  Yerbindungslinien  der 
G-egenecken  die  drei  Geraden  S^  B. ,  QR,  BS,  welche  nach 
der  Figur  dm^ch  einen  Punkt  B  gehen.  Die  sechs  Seiten 
des  Sechsseits  dürfen  als  sechs  beliebige  Tangenten  der 
Kurve  2.  Klasse  angesehen  werden.  Würde  man  sie  in 
irgend  einer  andern  Weise  numerieren,  so  könnte  man  j 
doch  wieder  die  Tangenten,  welche  dann  die  Nummern  III  ] 
und  Y  tragen,  als  erzeugende  Punktreihen  für  die  Kurve   ] 

2.  Klasse  benutzen,  ferner  könnte  man  die  Tangente  mit  i 
der  Nimimer  I  die  EoUe  der  Tangente  a  spielen  lassen  usw.,  1 
kurz  man  erhielte  für  das  neue  Sechsseit,  das  der  aTidei-en  ^ 
Numerierung  entspricht,  auch  wieder  einen  (anderen)  i 
Punkt  B,  durch  den  die  drei  Yerbindungslinien  der  i 
Gegenecken  hindurchgehen  müßten.  Es  ist  also  be^viesen :  ; 
Satz  39.    „Irgend  sechs  Tangenten  einer  Kurve  2.  Klasse  \ 

liefern,  auf  irgend  eine  Weise  nmT;oriert,  ein  der  Kurve  \ 

umschriebenes  Sechsseit,  in  dem  sich  die  Yerbindungs-  i 

ünien  der  Gegenecken  in  einem  Punkt  schneiden." 

Das  ist  der  Lehrsatz  von  Brianchon,  den  dieser  fran-  \ 

zösische  Gelehrte  1806  veröffentlichte.    Den  Punkt  B,  m  j 

dem  sich  die  Yerbindungslinien  der  Gegenecken  schneiden,  1 

aennen  wir  den  Brianchonschen  Punkt  (B.  P.). 

Aber  auch  eine  Umkehrung  dieses  Satzes  folgt  unmittel-  ^ 
bar  aus  der  Figur  43.  Dort  fanden  wir  ja  weitere  Tangenten  . 
a'  der  Kurve  2.  Klasse,  indem  Avir  immer  Sechssei Le  kon- 
struierten, für  welche  sich  S'B  und  SfBi  in  Punkten  B'  i 
von  QR  begegneten.    Wir  können  also  axich  bei  raupten :  ; 
Satz  40.    „Wenn  in  einem  irgendwie  numerierton  Sechs-  . 
seit  die  Yerbindungslinien    der  Gegenecken   sich  in  \ 
einem  Punkte  schneiden,  so  ist  das  Sechsseit  einer 
Kurve  2.  Klasse  umschrieben,  d.  h.  die  Kurve  2.  Klasse, 
welche  fünf  dieser  Seiten  berührt,  berührt  von  selbst  : 
auch  die  sechste  Seite  des  Sechsseits." 


I 
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Es  braucht  wohl  kaum  erwähnt  zu  werden,  daß  sich 
die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon  nach  dem  Gesetz  der 
Duojität  für  die  Ebene  entsprechen. 

Spezialisierungen  des  Brianchonschen  Satzes. 
71.   Denken    wir    uns    ein    einer  Kurve   2.   Klasse 
umschriebenes   Sechsseit  gegeben  und   lialten   wir  fünf 


^^S-  ^^^-  Fi.^  45d. 

seiner-  Seiten,  etwa  T,  HI,  R^  Y,  VI  fest,  während 
wir  die  Seite  II  sich  so  ändern  lassen,  daß  sie,  stets 
langente  der  Kurve  bleibend,  sich  der  Seite  I  mehr 
und  mehr  nähert.  Ist  dann  im  Grenzfall  D  mit  I 
zusammengefaUen,  so  haben  w  statt  des  Sechsseits  ein 
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Füiifseit.     Dagegen   sind   noch   sechs  Ecken  vorhanden. 

Denn  als  Sclmittpunkt  von  I  nnd  II  müssen  wir  den 

Berührnngspnnkt  der  Tangente  I  mit  der  Kurve  nehmen. 

Der  Brianchonsche  Satz  läßt  sich  dann  in  entsprechender 

Weise  für  dies  Fünfseit  formulieren:  es  mag  genügen,  auf 

Figur  45a  zu  verweisen,  die  den  Satz  veranschaulicht. 

Ferner  können  wir  in  dem  Sechsseit  zweimaUzwei  Tan-  | 

genten  zusammenfallen  lassen,  wodurch  wir  aus  dem  Sat  ze  I 

von  Brianchon  Sätze  über  das  Yierseit  erhalten,  das  j 

einer  Kurve  2.  Klasse  umschrieben  ist.    Die  Figuren  45  b  I 

und  45  c  werden  lünreichen,  um  auch  den  Wortlaut  der-  ; 

seihen  zu  liefern.    Fallen  endlich  dreimal  zwei  Tangenten  ] 

zusammen,  so  erhalten  wir  (Fig.  45  d)  den  ^ 

Satz  41.  „Hat  man  ein  einer  Kurve  2.  Klasse  umschriebenes  l 

Dreieck,   so  gehen   die  Yerbindungslinien   der  Ecken  ; 

mit  den  Berührungspunkten   der  gegenüberliegenden  \ 

Seiten  durch  einen  Punkt."  '\ 

Aufgabe  33.    Welche  Form  nimmt  der  Pascalsche  Satz  j 

an,  wenn  die  Kurve  2.  Ordnung  in  zwei  Gerade  zer-  ^ 

fällt  und  die  sechs  Punkte  zu  je  dreien  auf  ihnen  ; 

liegen?  Wie  läßt  sich  der  duale  Satz  beweisen?  Ygl.  7.  ] 

Anwendungen  des  Brianchonschen  Satzes. 

72.  Nach  Satz  40  können    wir  das  Brianchonsche  i 

Sechsseit  benutzen,  um  von  einer  Kurve  2.  Klasse  weitere  i 

Tangenten  zu  konstruieren  und  die  beiden  folgenden  Au^  i 

gaben  zu  behandebi.  •  i 

Aufgabe  34.     Von  einer  Kurve   2.  Klasse  kennt  man  \ 

fünf  Tangenten  und  auf  einer  dersolben  einen  Punkt  P.  j 

Man   soU    die   zweite,    durch  diesen  Punkt  gehende  ( 

Tangente  der  Kurve  zeichnen. 
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Fig.  46. 


t 


Lösung.      Wir    numerieren    uns    ein    Brianchonsches 

Sechsseit,     Die   Tangente,    auf   der   P    liegt,    sei   I 

(Fig.  46),  die  gesuchte  Tangente  sei  11,  die  übrigen 

gegebenen  Tangenten  erhalten  die 

Nummern  DI,  lY,  Y,  YI.    Dann 

ist  P  der    Schnittpunkt    (I,  U). 

Die  Linien  x  und  z  können  wir 

zeichnen  und  sie  liefern  den  Bri- 

anchonschen  Punkt  (B.  P.).  Durch 

ihn  und  (Y,  YI)  geht  y  und  diese 

Linie  schneidet  auf  m  einen  Punkt 

aus,  der  mit  P  verbunden  die  ge- 
suchte Tangente  gibt. 
Aufgabe  35.    Eine  Kurve  2.  Klasse  ist  gegeben  durch 

fünf  Tangenten;  den  Berülirungspunkt  einer  derselben 

zu  bestimmen. 
Lösung.  Die  Tangente,  derön  Berührungspunkt  bestimmt 

werden  soU,  bezeichnen  wir  mit  I 

und  n  (Fig.  47),  die  übrigen  mit 

ni . . .  YI.  Dann  kann  man  zwei 

der  Yerbindungslinien  der  Gegen- 
ecken, nämlich  z  und  y  zeichnen, 

deren  Schnitt  der  Brianchonsche 

Punkt  ist.  Durch  diesen  und  (lY,  Y) 

geht  X  und  diese  Linie  schneidet 

auf  I  den  Berührungspunkt  T  aus. 
Ganz  in  ähnlicher  Weise  sind  folgende  Aufgaben  zu 
behandeln: 

Ä^ufgabe  36.  Yon  einer  Kurve  2.  Klasse  sind  fünf 
Tangenten  gegeben;  eine  Tangente  an  die  Kurve  zu 
zu  zeichnen,  die  parallel  einer  der  gegebenen  ißt  Lösung 
irie  Aufgabe  34,  nur  Hegt  P  in  unendlicher  Feme. 

Doehlemann,  Projektive  Geometri«  9 


Fig.  47. 
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Aufgabe  37.     Ton    einer  Kurve   2.   Klasse  sind  vier 
Tangenten  gegeben  und  auf  einer  derselben  ist  ihr  Be- 
rührungspunkt   bekannt;    man    konstruiere    die    Be- 
rührungspunkte der  anderen  Tangenten.  ! 
Lösung.    Brianchonscher  Satz  für  ein  Yierseit.                 1 
Aufgabe  38.     Yon  einer  Kurve   2.  Klasse  sind  zwei  \ 
Tangenten  gegeben  und  ihre  Berülirungspunkte,  sowie  .^ 
eine  dritte  Tangente;  man  zeichne  deren  Berührungs-  \ 
punkt. 

§  25.   Identität  der  Kurven  2.  Ordnung  und  2.  Klasse. 
Die  Mac-Laurinsche  Konfiguration.  ■ 

73.    Hatten  wir  eine  Kurve  2.  Ordnung  durch  pro- 
jektive Büschel  erzeugt,  so  konnten  wir  iu  jedem  ihrer  l 
Punkte  die  Tangente  bestimmen.     Yon  welcher  Klasse  i 
ist  nun  die  erzeugte  Kurve  2.  Ordnung?  j 

Lag  andererseits  eine  Kurve  2.  Klasse  vor  als  Erzeug-  j 
nis  projektiver  Punktreüien,  so  war  auf  jeder  Tangente  \ 
ein  Punkt,  der  Berührungspunkt,  festgelegt.  Yon  welcher  ; 
Ordnung  ist  die  von  den  Berührungspunkten  gebildete  i 
Kurve?  \ 

Um  diese  naheliegenden  Prägen  zu  beantworten,  i 
gehen  wir  aus  von  einer  Kurve  2.  Klasse,  die  durch  vier  ; 
Tangenten  a,  b,  c,  d  und  den  Berührungspunkt  A  von  a  '. 
bestimmt  sein  möge  (Fig.  48).  Die  Berührungspunkte  ■ 
B,  C,  D  von  b,  c,  d,  die  damit  dann  schon  gegeben  sind,  i 
wollen  wir  nun  nicht  wie  in  Aufgabe  37  mittels  des  * 
Brianchonschen  Satzes  bestimmen,  sondern  unter  Be-  ] 
nutzung  des  Satzes  15  in  36.  Für  den  vorliegenden  Fall  ' 
haben  wir  zu  berücksichtigen,  daß  auf  irgend  zwei  Tan-  . 
genten  einer  Kurve  2.  Klasse  die  übrigen  Tangenten  pro-  " 
jektive  Punktreüien  ausschneiden,  und  ferner,  daß  die  auf 
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Grund  des  angezogenen  Satzes  zu  konstruierende  Linie  Po 
die  ßerühiTingspunkte  der  beiden  Tangenten  ausschneidet 
(66.).  Die  Tangenten  a,  b,  o,  d  bilden  nun  ein  vollstän- 
diges Yierseit.  Es  sei  der  Schnittpunkt  von  a  und  b  mit 
M  bezeichnet,  also  kurz  (ab)  =  M,   ebenso  (cd)  =  Mi, 


Fig.  48. 

ferner  (ac)  =  N,  (bd)  =  N^,  endlich  (ad)  =P  und 
(bc)  =  Pi,  so  daß  N",]^i,  M,Mi,  P,?^  die  drei  Pa^re 
von  Gegenecken  des  Yierseites.  Weiter  bezeichnen  wir 
die  Yerbindungslinie  NN^  mit  x,  MM^  mit  y,  PP^  mit  z. 
Greifen  wir  jetzt  zunächst  die  beiden  Tangenten  a 
und  b  heraus,  so  schneiden  die  übrigen  Tangenten  c,  d  usw. 
auf  a  und  b  projektive  Punktreihen  aus  und  zwar  ent- 
sprechen den  Punkten  N,  P  bezüglich  die  Punkte  Pi ,  Ni . 

9* 
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Die  Linie  p^  des  Satzes  15  geht  mithin  durch  den  Schnitt- 
punkt Y  der  Yerbindungslinien  PP^  und  NN^^  und  außer- 
dem durch  A.  Es  schneidet  also  die  Verbindungslinie 
AY  auf  b  den  Berührungspunkt  B  aus. 

Betrachten  wir  in  gleicher  Weise  a  und  c  als  Träger 
projektiver  Punktreihen,  so  haben  wir  M  und  Mj  sowie 
P  und  P^   zu  verbinden  und  deren  Schnittpunkt  X  be- 
stimmt mit  A  verbunden  die  Perspektivitätsachse,  welche 
auf  c  den  Berührungspunkt  C  ausschneidet.  Die  analogen 
Betrachtungen,  durchgeführt  für  die  Paare  a  und  d,  b  und 
c,  b  und  d,  endlich  c  und  d,  liefern  dann  folgendes  Re- 
sultat: "Wird  noch  der  Schnittpunkt  von  NN^  und  MM^ 
mit  Z  bezeichnet,  so  gehen  AC  und  BD  durch  X,  AB  und 
und  CD  durch  Y,  AD  und  BC  durch  Z  .    Wir  haben  also 
Satz  42.    „Irgend  vier  Tangenten  a,  b,  c,  d  einer  Kurve 
2.  Klasse  bestimmen  ein  vollständiges  Yierseit  mit  den 
drei  Yerbindungslinien  x,  y,  z  der  Gregenecken.    Die 
Berührungspunkte  A,  B,   C,  D   der  vier  Tangenten 
liefern  ein  vollständiges  Yiereck,  iu  dem  X,  Y,  Z  die 
Schnittpunkte  der  Gegenseiten.    Daun  fallen  die  Drei- 
ecke X  Y  Z  imd  X  y  z  zusammen." 
Das  System  der  Punkte  und  Geraden  dieser  Figur 
ist  bekannt  als  die  Mac-Laurinsche  Konfiguration  (1748;. 

Die  Kurve  2.  Klasse  ist  von  der  2.  Ordnung. 
74.  Diese  Figur  benutzen  wir  jetzt,  um  weitere  Tan- 
genten einer  Kurve  2.  Klasse  und  deren  Berührungspunkte 
zu  konstruieren,  wenn  die  erstere  durch  drei  Tangenten 
a,  b,  c  und  die  Berührungspunkte  A  und  C  der  ersten 
und  dritten  bestimmt  ist.  In  der  Tat  vertrauen  wir  uns 
der  Führung  der  Figur  an  und  wählen  auf  der  Yerbindungs- 
linie  AC  einen  Punkt  X  beliebig.  MX  schneide  c  in  M^, 
PjX  die  Tangente  a  in  P;  dann  ist,  wie  wir  beweisen 
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werden,  PM^^  eine  weitere  Tangente  d  der  Kurve  2.  Klasse. 
Denn  numerieren  Avir  ein  Seclisseit  derart,  daß  a  mit  I 
und  II,  b  mit  IH,  c  mit  IV  und  Y,  PM^  oder  d  mit  YI 
bezeichnet  wird,  so  beriihren  diese  6  Linien  eine  Kurve 
2.  Klasse,  da  AC,  MM^,  PP^  sich  in  einem  Punkte  X 
begegnen  (71.,  Figur  45  c).  Also  ist  d  eine  weitere  Tan- 
gente der  Kui-ve  2.  Klasse. 

Bringen  wir  jetzt  PM^  mit  P^M  in  N^,  ferner  NN^ 
in  T  mit  PP^  zum  Schnitt,  so  schneidet  AY  auf  b  den 
Berührungspunkt  B  aus,  und  es  ist  leicht  zu  erkennen, 
daß  nun  BX  auf  d  den  Berührungspunkt  D  liefert.  Das 
folgt  ohne  weiteres  aus  einem  neuen  Brianchonschen  Sechs- 
seit,  indem  wir  b  als  I  und  11,  c  als  HI,  d  als  lY  und  Y 
und  a  als  Tangente  YI  wählen. 

Die  ganze  Figur  zeigt  nun  wieder  die  oben  bewiesenen 
Eigenschaften,  d.  h.  CD  geht  durch  Y,  oder  anders  ausge- 
drückt: man  kann  D  auch  erhalten  als  Schnittpunkt  der 
Strahlen  BX  und  CY. 

Lassen  wir  jetzt  X  auf  AC  fortrücken,  so  beschreibt 
derStrahlBX  einen  zurPunktreiheX  Perspektiven  Strahlen- 
büschel und  ebenso  MX;  der  Punkt  Z  wandert  auf  der 
Geraden  BO  weiter,  Y  auf  AB  und  der  Strahl  CY  be- 
schreibt einen  Büschel  um  C . 

Man  hat  mithin  folgende Eeihe  von  Perspektiven  Grund- 
gebilden : 

Stralüenbüschel  B  X  a  Punktreihe  X  a  Strahlenbüschel  MX 
A         „  Zä  „  NZ 

Also  ist  auch 
-      Strahlenbüschel  BC  Ä  Strahlenbüschel  CY. 
Folglich  ist  der  Ort  der  Punkte  D  dargestellt  als  Er- 
zeugnis projektiver  Strahlenbüschel,  also  liegen  alle  Be- 
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rühningspunkte  D  der  Tangenten  der  Kurve  2.  Klasse 
auf  einer  Kurve  2.  Ordnung,  welche  natürlich  auch  durcli 
die  Punkte  A,  B,  C,  D  geht,  da  ja  die  bewegliche  Tan- 
gente d  auch  mit  a,  b,  c,  d  zusammenfallen  kann. 

Die  entsprechende  duale  Betrachtimg,  deren  Durch- 
führung dem  Leser  angeraten  wird,  zeigt,  daß  die  Tan- 
genten einer  Kurve  2.  Ordnung  eine  Kurve  2.  Klasse 
bilden.    Wir  haben  demnach 

Satz  43.    „Die  Berührungspunkte  der  Tangenten  einer 
Km-ve  2.  Klasse  liegen  auf  einer  Kurve  2.  Ordnung, 
und  die  Tangenten  einer  Kurve  2.  Ordnung  büden  eine 
Kurve  2.  Klasse." 
Ob  man  also  von  projektiven  Punktreihen  oder  pro- 
jektiven Strahlenbüscheln  ausgeht,  man  erhält  die  gleiche 
Kurve,  nur  das  einemal  tangentenweise,  das  anderemal 
punktweise  erzeugt.    Die  Km-ven  2.  IQasse  sind  auch  von 
der  2.  Ordnung  und  mngekehrt.   Wir  wollen  diese  Kurven 
2.  Ordnung  und  2.  Klasse  „Kegels clmitte"   nennen. 
Die  Berechtigung    dieser  Bezeichnung    wird    in    einem 
späteren  Abschnitte  dargetan  werden. 

§  26.     Die    verschiedenen    Arten    der    Kegelschnitte. 

Unendlich  ferne  Punkte.    Asymptoten. 

75.  Wir  wollen  jetzt  sehen,  welche  verschiedene 
Formen  die  Kegelschnitte  annehmen  können.  Man  teilt 
diese  Kurven  ein  nach  ihrem  Yerhalten  gegenüber  der 
unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene,  in  welcher  der  Kegel- 
schnitt liegt.  Der  Kegelschnitt  kann  diese  unendlich  ferne 
Gerade  nämlich  entweder  in  zwei  reellen  Pnnktcn  schneiden 
oder  sie  gar  nicht  schneiden  (d.  h.  in  zwei  imaginären 
Punkten)  oder  er  kann  sie  berühren.  Um  für  diese  ab- 
strakten  Möglichkeiten    geometrisch   brauchbare  Unter- 
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Scheidungen  zu  erhalten,  sei  ein  Kegelschnitt  durch  pro- 
jektive  Büschel   S    und    S^    erzeugt,    deren   projektive 
Beziehung  durch  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  a, 
b,  c  und  a^,  bi,  c^  festgelegt  sein  möge.     Um  nun  die 
Schnittpunkte  des  Kegelschnittes  mit   der   unendlich 
fernen  Geraden  zu  bestimmen,  haben  Avir  nur  das  Yer- 
faliren,  auf  Grund  dessen  wir  in  59.  imd  Aufgabe  26  (S.  112) 
die  Schnittpunkte  einer  endlichen  Geraden  1  mit  dem  Kegel- 
schnitt bestimmten,  entsprechend  umzuändern.    Da  sich 
in  jedem  Punkte  des  Kegelschnittes  entsprechende  Strahlen 
der  projektiven  Büschel  S  imd  S^   begegnen,   so   sind 
etwaige  unendlich  ferne  Punkte  des  Kegelschnittes  dadurch 
ausgezeichnet,  daß  nach  ihnen  entsprechende  Strahlen 
der  Büschel  S  und  S^  laufen,  die  überdies  noch  parallel 
smd.    Um  solche  Strahlen  zu  finden,  verschieben  wir  den 
Büschel  Si  parallel  zu  sich  selbst,  bis  S^   nach  S  fäUt. 
Dies  führen  wir  aus,  indem  wir  durch  S  folgende  Strahlen 
ziehen:  af-fj-ai,  b{-fj-bi,  c/-^ci.    Dann  ist,  wie  leicht 
zu  sehen,  auch  der  Büschel  (a,  b,  c)  projektiv  zimi  Büschel 
(a/,  bi',  cf),  wobei  dem  Strahl  a  der  Strahl  a/  entspricht 
usw.    Die  Doppelstrahlen  dieser  Büschel  aber  liefern  ent- 
sprechende Strahlen  der  Büschel  S  und  Sf,  die  parallel 
laufen.    Denn  wenn  n  =  nf  ein  solcher  Doppelstrahl,  so 
ist  ni4f  n{,  also  auch  n-ff-ni-    Die  genannten  Doppel- 
stralilen,  die  sich  nach  der  Steinerschen  Konstruktion  er- 
mitteln lassen,  geben  folglich  die  Eichtungen,  in  denen 
iiiiendhch  ferne  Punkte  des  Kegelschnittes  gelegen  sind 
Jede  Parallele  zu  einer  solchen  Eichtung  geht  auch  durch 
diesen  unendlich  fernen  Punkt  der  Kurve  hindurch     Dies 
entspriclit  dem  Umstand,  daß  durch  irgend  einen  im  End- 
liclien    gelegenen    Punkt  einer  Kurve  ein  Büschel  von 
SIrah  onhindnrcligeht.  Wie  nun  in  diesem  eben  genannten 
btiahlenbüschel  die  Tangente  an  die  Kurve  enthalten  ist 
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so  ist  auch  in  dem  Parallelstrahlenbüschel  durch  einen 
unendlich  fernen  Punkt  einer  Kurve  ein  Strahl  vorhanden, 
für  welchen  auch  noch  der  zweite  Schnittpunkt  mit  dem 
Kegelschnitt  in  den  unendlich  fernen  Punkt  fällt  und  von 
dem  wir  also  sagen  können,  daß  er  die  Kurve  in  dem 
unendlich  fernem  Punkte  berührt  oder  daß  er  als  Tangente 
in  diesem  Punkte  anzusehen  ist.  Wir  nennen  allgemein 
die  Tangente  in  einem  unendlich  fernen  Punkt  einer 
Kurve  eine  „Asymptote"  der  Kurve.  Ihre  Konstruktion 
bleibt  die  gleiche  ^vie  die  der  Tangente,  nur  tritt  an  Stelle 
des  im  Endlichen  gelegenen  Punktes  der  durch  eine 
Richtung  gegebene  unendlich  ferne  Punkt 

Ellipse,  Hyperbel,  ParabeL 

76.  Zurückkehrend  zur  Einteilung  der  Kegelschnitte 
müssen  wir  mithin  folgende  Fälle  unterscheiden: 

a)  Die  beiden  projektiven 
Strahlenbüschel  (a ,  b ,  c)  und 
(af,  bi,  ci)  haben  keine 
Doppelstrahlen.  Der  erzeugte 
Kegelschnitt  besitzt  keine  un- 
endlich fernen  Punkte,  liegt 
also  ganz  im  Endlichen.  Man 
^'^'  ^^-  nennt  um  „Ellipse"  (meiipig) 

(Fig.  49).     Sie  kann  speziell  in  den  Kreis  übergehen*). 


*)  Es  gibt  Kurven  höherer  Ordnung,  die  infolge  ihrer 
ovalen  Form  sich  äußerlich  nur  wenig  von  einer  Ellipse 
unterscheiden.  Wählt  man  auf  einer  solchen  Kurve  zwei 
Punkte  S  und  Si  beliebig,  so  kann  man  die  Strahlenbüschcl 
S  und  Si  durch  die  Kurve  eindeutig  aufeinander  beziehen, 
indem  man  solche  Strahlen  einander  zuweist,  die  sich  auf  der 
Kurve  begegnen.  Trotzdem  sind  diese  Büschel  dann  nicht 
projektiv,  und  es  ist  das  Doppelverhältnis  von  vier  Strahlen 
des  einen  nicht  gleich  dem  der  entsprechenden  Strahlen  des 
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b)  Die  Doppelstrahlen  der  beiden  projektiven  Büschel 
sind  reell.  Der  Kegelschnitt  hat  also  zwei  reelle,  unendlich 
ferne  Punkte.  Er  heißt  Hyperbel  {vneQßokrj)  (Fig.  50). 
Die  Asymptoten  sind  a  und  b.  Die  Kurve  besteht  aus 
zwei  Teilen,  die  sich  den  Asymptoten  mehr  und  mehr 
nähern.    Die  Kurve  hat  nur  zwei  mieiidlich  ferne  Punlvte, 


Fig.  60. 


nämlich  die  unendhch  fernen  Berührungspunkte  A  und 
B  von  a  und  b.  Geht  man  auf  der  Kurve  von  0  aus 
gegen  1  ins  Unendliche,  so  kehrt  man  daraus  über  B  zu- 
rück nach  2;  geht  man  in  der  Richtung  nach  3  ins 
Unendliche,  so  kehrt  man  auf  der  anderen  Seite  der 
Asymptote  über  A  nach  4  zurück.  Die  Kurve  schließt 
sich  also  durch  das  Unendliche  hindurch. 


anderen.  Denn  analytisch  betrachtet,  schneidet  irgend  ein 
Strahl  durch  S  die  Kurve  außer  in  den  zwei  reellen  Punkten 
noch  in  imaginären  Punkten,  die  für  die  Rechnung  ebenso  zu 
berücksichtigen  sind  wie  die  geometrisch  sichtbaren  Punkte. 
(Vgl.  die  Definition  projektiver  Gnmdgebilde  in  31.) 


>-^ 
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c)  Die  beiden  projektiven  Strahlenbüscliel  liaben  einen 
Doppel stralil.  Die  Kurve  besitzt  einen  unendlich  fernen 
(doppelt  zählenden)  Punkt,  berührt  also  die  unendlich 
ferne  Grerado.  Sie  heißt  Parabel 
{jiaQaßoXrj)  (Fig.  51).  Die  Asymp- 
tote derselben  ist  die  unendhch  ferne 
Gerade,  auf  ihr  liegt  der  unendlich 
ferne  Berührungspunkt  P. 

Diese  Bezeichnungen  der  drei 
Kegelschnitte  stammen  schon  von 
den  Griechen  her.  Sie  beziehen  sich 
auf  die  eigentümliche  Art  und  AVeise, 
wie  diese  die  Gleichungen  dieser 
Kurven  als  Beziehungen  zwischen 
Fig.  51.  Flächeninhalten  deuteten. 

Tangentenweise  Konstruktion  der  Parabel. 
77.  Erzeugen  Avir  einen  Kegelschnitt  durch  projektive 
Punktreihen,  so  können  wir  ebenfalls,  wenn  auch  weniger 
einfach,  die  drei  Arten  von  Kegelschnitten  unterscheiden. 
Wann  die  Parabel  entsteht,  ist  sofort  einzusehen:  nämhch 
immer  und  nur  dann,  wenn  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
erzeugenden  Punktreihen  g  imd  g^  in  der  projektiven 
Beziehung  einander  entsprechen.  Denn  dann  ist  die 
Yerbindungslinie  dieser  beiden  unendlich  fernen  Punkte, 
also  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene,  eine 
Tangente  der  erzeugten  Kurve,  diese  muß  demnach  eine 
Parabel  sein.  Projektive  Punktreihen,  in  denen  sich  die 
unendlich  fernen  Punkte  entsprachen,  nannten  wir  aber 
(40.)  ähnliche;  folglich  schneiden  die  Tangenten  einer 
Parabel  auf  irgend  zwei  feston  Tangenten  derselben  solche 
ähnliche  Punktreihen  aus.  Daraus  ergibt  sich  eine  ein- 
fache Konstruktion  der  Tangenten  einer  Parabel.    Sind  g 
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und  gl  die  gegebenen  Tangenten  (Fig.  52)  und  bezeichnen 
wir  deren  Berührungspunkte  mit  5  imd  0,  so  teilen  wir 
die  Strecken  von  ihnen  aus  bis  zum  Schnittpunkt  von  g 
und  gl  je  in  fünf  gleiche  Teile.  Dann  liefern  entsprechende 
Teilpunkte  verbunden  stets  eine  Tangente  der  Parabel. 
Durch  Fortsetzung  der  Teilung  erhält  man,  wie  aus  der 
Figur  zu  ersehen,  weitere  Tangenten  derselben. 


Fig.  52. 

Aufgaben  über  die  Hyperbel  und  ParabeL 
78.  Wir  fügen  hier  noch  einige  Aufgaben  bei,  aus 
denen  hervorgehen  mag,  daß  unendlich  ferne  Elemente 
Asymptoten,  unendlich  ferne  Gerade)  ganz  ebenso  kon- 
struktiv verwendet  werden  können,   ^vie  im  Endlichen 
gelegene  Bestimmungsstücke. 

Aufgabe  39.  Yon  einer  Hyperbel  sind  gegeben  die 
Richtungen  der  Asymptoten  und  drei  Punkte.  Weitere 
Punkte  der  Kurve,  sowie  die  Asymptoten  selbst  zu 
konstruieren. 
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Lösung.  Sind  s  und  sf  die  Richtungen  der  Asymptoten 
(Fig.  53),  so  sind  also  die  unendlich  fernen  Punkte  S 
und  Sj  dieser  Geraden  Punkte  der  Hyperbel.  Wir 
wählen  sie  als  Mitttelpunkte  von  die  Kurve  erzeugenden 
Strahlenbüscheln,  die  in  diesem  Falle  in  Parallelstrahlen- 
büschel  tibergehen.  Durch  die  weiter  gegebenen  Punkte 
A,  B,  €  sind  dann  den  drei  Strahlen  a,  b,  c  des 
Büschels  S  als  entsprechende  im  Büschel  S^  die  Strahlen 
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Fig.  5a 

a^ ,  b^ ,  Ol  zugewiesen.  Wir  konstruieren  die  projektive  ; 

Beziehung  der  beiden  Büschel  nach  33.,  lassen  aber  ] 

zur  Yereinfachung  g  mit  a^  und  g^  mit  a  zusammen-  \ 

fallen.     Dann  erhalten  wir  in  bekannter  Weise  das  i 

Zentrum  P  der  Perspektivität  als  (Schnitt  von  BBj  i 

und  C  Cj)  und  zu  irgend  einem  Strahle  d  den  ent-  i 

sprechenden  d^,    dessen   Schnittpunkt  D  mit  d  der  1 
Hyperbel  als  Punkt  angehört. 

Um    die  Asymptoten,    also    die  Tangenten   in    den  j 

Pimkten  S  und  S^  zu  finden,  haben  wir  nach  Satz  30  S.  1 0  7  \ 
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die  Yerbindungslinie  SS^  als  Strahl  des  einen  und  des 
anderen  Büschels  zu  nehmen  und  immer  den  entsprechen- 
den Strahl  im  anderen  Büschel  zu  suchen.  Diese  Yer- 
bindungslinie SSi  ist  hier  die  unendlich  ferne  Gerade 
und  sie  trifft  g  und  g^  in  den  unendlich  fernen  Punkten 
dieser  Geraden.  Man  findet  dann  durch  konsequente 
Durchführung  der  Konstruktion,  daß  die  Asymptoten  die 
Linien  Sq  xmd  sq  sind,  die  durch  P  parallel  zu  s  und  s' 
laufen.  —  In  der  Figur  stehen  die  Eichtungen  der 
Asymptoten  aufeinander  senkrecht.  Eine  solche  Hyperbel 
heißt  eine  „gleichseitige". 

Aufgabe  40.  Zwei  kongruente,  gleichsinnige  Strahlen- 
büschel in  der  gleichen  Ebene  erzeugen  einen  Kreis, 
zwei  kongruente,  ungleichsinnige  dagegen  eine  gleich- 
seitige Hyperbel.  (Vgl.  Aufgabe  16  S.  84.) 
Aufgabe  41.  Von  einem  Kegelschnitt  sind  gegeben  ein 
unendlich  femer  Punkt,  sowie  zwei  Tangenten  mit 
ihren  Berührungspunkten.  Man  zeichne  die  Asymptote 
in  dem  gegebenen  unendlich  fernen  Punkte. 
Lösung.  Sind  a  und  b  die  Tangenten  mit  den  Be- 
rührungspunkten A  und  B, 
während  S  der  gegebene 
unendlich  ferne  Punkt 
(Fig.  54),  so  sei  die  ge- 
suchte Asymptote  die  Yer- 
bindungsünie  1  2,  A  sei 
3,  4  und  5,  6  falle  mit  B 
zusammen.  Dann  erhalten 
wir  in  dem  Pascalschen 
Sechseck  1  2  3  4  5  6  die 
Punkte  Y  und  Z  der  Pascal- 
sckenLime(Satz  34  S.l  14), 
auf  der  sich  auch  1 2  und  Fig.  54. 
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45   schneiden   müssen.     Es  geht  also   durch  diesen  ] 

Schnittpimkt  X  die  Asymptote  Sq.  j 

Man  zeichne  auch  die  zweite  Asymptote.  i  ] 

Aufgabe  42.   Man  löse  die  Aufgabe  39  unter  Anwendung  ] 

des  Pascalschen  Satzes.  l 

Aufgabe  43.    Von  einer  Hyperbel   sind  gegeben  die  \ 

beiden  Asymptoten  und  ein  Punkt;  man  zeichne  weitere  1 

Punkte  der  Kurve. 


Lösung.  Nehmen  wir  die  unendlich  fernen  Punkte  S 
und  Si  der  Kurve  als  Mittelpunkte  der  die  Hyperbel 
erzeugenden  projektiven  Strahlenbüschel  und  verfahren 
vm-  im  übrigen  durchaus  nach  der  in  59.  Figur  36 
bereits  besprochenen  Methode.  Die  Parallelen  durch 
den  gegebenen  Punkt  A  der  Hyperbel  (Fig.  55)  zu  den 
Ä^symptoten  liefern  entsprechende  Strahlen  a  und  a^ 
der  beiden  Strahlenbüschel  mid  die  Asymptoten  selbst 
sind  bzw.  mit  f  und  e^  zu  bezeichnen,  während  die 
unendlich  ferne  Gerade  die  Bezeichnungen  fj  und  e 
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trägt.    Für  die  Hilfsgeraden  g  und  g^  wollen  wir  im 
vorliegenden  Falle  eine  speziellere  Annalune  machen, 
indem  wir  g  mit  a^    und  g^    mit  a  zusammenfallen 
lassen.    Dann  kommt  der  Hilfspunkt  P  der  Figur  36 
in  den  Schnittpunkt  der  beiden  Asymptoten  (also  in 
den  Mittelpunkt  der  Hyperbel)  zu  liegen .  Weitere  Punkte 
der  Kurve  ermitteln  wir,  indem  wir  durch  P  irgend 
eine  Gerade  ziehen,  welche  a^  und  a  in  D  und  D^  trifft. 
Die  Parallelen    d   und  d^   geben  in  ihrem  Schnitte 
einen  w^eiteren  Punkt  D  der  Hyperbel. 
Die  Figur  55  läßt  weiter  erkennen,  daß  unsere  Kon- 
struktion neuer  Hyperbelpunkte  geometrisch  auch  in  der 
Weise  gedeutet  werden  kann,   daß   durch  dieselbe  das 
Parallelogramm  AFPE^  der  Figur  in  ein  flächengleiches 
mit  der  Ecke  D  verwandelt  wird.    Wir  haben  mithin 
folgende  metrische  Eigenschaft  der  Hyperbel  bewiesen: 
Zieht  man  durch  die  Punkte  einer  Hyperbel  Parallele  zu 
den  Asymptoten,  so  besitzt  das  von  diesen  Parallelen  und 
von  den  Asymptoten  gebildete  Parallelogramm  konstanten 
Flächeninhalt. 

Aufgabe  44.  Von  einer  Parabel  sind  gegeben  der  un- 
endlich ferne  Punkt,  zwei  weitere  Punkte  imd  die 
Tangente  in  einem 
derselben;  die  Kurve 
zu  zeiclmen. 

Lösung.  Wird  mit  S^ 
der  unendlich  ferne 
Punkt,  mit  S  der  Punkt 
bezeichnet ,       dessen 

Tangente  gegeben  ist     S^f^ — ~ ^s; 

(Fig.  56),  so  wählen 

wir  wiederum    diese  Fig.  56. 
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I 


beiden  Punkte  als  Zentren  der  projektiven  StraUen- 
büschel.  Die  unendlich  ferne  Gerade  muß  dann  als 
Tangente  e^  in  S^  aufgefaßt  werden,  während  f  die 
gegebene  Tangente  ist.  Deren  unendlich  femer  Punkt 
gibt  bei  Dui-chführung  ganz  der  gleichen  Betrachtung 
wie  vorhin  den  Hüfspunkt  P.  Um  weitere  Punkte 
der  Parabel  zu  zeichnen,  haben  wir  also  mit  irgend 
einer  Parallelen  zu  f  die  Geraden  a^  und  a  in  D  und 
D^  zu  schneiden.  Die  Strahlen  d  imd  d^  begegnen  sich 
in  einem  neuen  Punkte  D  der  Parabel. 


(T^^TTTTIV^T 


Fig.  57. 


Für  praktische  Zwecke  läßt  sich  dieses  Yerfahren 
noch  etwas  bequemer  gestalten.  Bezeichnen  wir  den 
Schnittpunkt  von  d^  und  f  mit  G,  so  gut  die  Proportion 

FD       SDj  _  So 

FA^   SA  ~  SF* 
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Wenn  also  z.  B. 


so  ist  auch 


n 


SG=-SF. 
n 


Darauf  beruht  folgende  bekannte  Konstruktion  der 
F'arabel:  wk  teilen  (Fig.  57)  die  Strecke  FA  sowohl  als 
auch  SF  in  gleichviel  gleiche  Teile,  z.  B.  vier,  und  ziehen 
die  zugehörigen  Strahlen  der  Büschel.  Die  Teilung  darf 
nach  beiden  Seiten  fortgesetzt  werden. 


Fig.  59. 


Aufgabe  45.  Yon  einer  Hyperbel  sind  gegeben  die 
beiden  Asymptoten  und  ein  Punkt;  man  zeichne  dessen 
Tangente. 

Lösung.  Sind  a  und  b  die  Asymptoten  und  ist  A  der 
weiter  gegebene  Punkt  (Fig.  58),  so  liefert  der  Satz 
von  Pascal  ohne  weiteres  die  gesuchte  Tangente  t  und 
es  zeigt  sich  aus  der  Figur,   daß  das  zwischen   den 

Doehlemann,  Projektive  Geometrie.  10 


146         "V".  Die  Kegelschnitte  als  Erzengnisse  usw. 

Asymptoten  liegende  Stück  der  Tangente  durch  den 
Beriihningspunkt  halbiert  wird. 
Aufgabe  46.     Yon  einer  Hyperbel  sind  gegeben  die 
beiden  Asymptoten  und  eine  Tangente;  weitere  Tan- 
genten der  Kurve  zu  zeichnen. 
Lösung.    Bezeichnen  wir  die  eine  Asymptote  a  mit  I 
und  II,  die  andere  b  mit  lY  und  V,  die  gegebene 
Tangente  t  mit  rH ,  während  die  gesuchte  Tangente  Yl 
durch  einen  auf  a  beliebig  angenommenen  Punkt  P 
gehen  soll  (Fig.  59).    Der  Brianchonsche  Punkt  wird 
in  diesem  Falle  ein  unendlich  femer  und  die  Haupt- 
diagonalen y  und  z  sind  parallel. 
Man  erkennt  dann  aus  der  Figur  die  folgende  Eigen- 
schaft:   Die  Tangenten  einer  Hyperbel  begrenzen  mit 
den  Asymptoten  Dreiecke  von  konstantem  Flächeninhalte. 
Aufgabe  47.    Yon  einer  Parabel  sind  vier  Tangenten 
gegeben.     Den  Berührungspunkt  einer  derselben   zu 
konstruieren. 
Lösung.    Da  der  Kegelschnitt  eine  Parabel  sein  soll,  so 
berülirt  er  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene ;  diese 
unendlich  ferne  Gerade  ist  aber  mit  der  Ebene  gleich- 
zeitig gegeben  als  fünfte  Tangente.    Um  die  Aufgabe 
zu  lösen,    bezeichnen  wir   die- 
jenige Tangente,  deren  Berüh- 
rungspunkt  wir    finden   wollen, 
mit  I  und  II,  die  unendlich  ferne 
Gerade  mit  IH,  mit  lY,  Y,  YI  die 
drei  anderen  Tangenten  (Fig.  60). 
Dann  ist  (ü,  HI)  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  mit  11  bezeich- 
neten   Tangente,    (HI,   lY)    der 
Fig.  CO.  unendlich  ferne  Punkt  von  lY. 
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Durch  den  Brianchonschen  Satz  finden  wir  nun  leicht 
den  Berührungspunkt  T  auf  der  Tangente  I. 

Aufgabe  48.   Parallel  einer  gegebenen  Eichtung  an  eine 
Parabel  die  Tangente  zu  konstruieren. 

Lösung.  Verlangt  man  allgemein,  die  Tangenten  eines 
Kegelschnittes  zu  ermitteln,  welche  zu  einer  gegebenen 
Geraden  1  parallel  sind,  so  gibt  es  deren  zwei.  Denn 
die  Aufgabe  kommt  darauf  hinaus,  durch  den  Schnitt- 
punkt von  1  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  die 
Tangenten  an  den  Kegelschnitt  zu  legen.  Berührt  aber 
der  Kegelschnitt  die  unendlich  ferne  Gerade,  wie  dies 
bei  der  Parabel  der  Fall  ist,  so  ist  die  unendlich  ferne 
Gerade  selbst  eine  der  Tangenten  durch  diesen  Punkt, 
es  bleibt  also  bloß  noch  eine  im  Endlichen  gelegene 
Tangente,  pai'allel  der  Geraden  1,  die  Aufgabe  wird 
eine  lineare. 
Ist  nun  die  Parabel  etwa  gegeben  durch  zwei  Tan- 
genten a  und  b  mit  ihren  Berührungspimkten  A  und  B 

(Fig.    61),     so     numerieren 

wir  uns  ein  Brianchonsches 

Sechsseit.   I,  II  fallen  auf  a, 

III  und  lY  auf  b,  Y  sei  die 

gesuchte,  zur  gegebenen  Ge- 
raden 1  parallele  Tangente, 

YI  sei  die  unendlich  ferne 

Gerade.    Dann  ergibt  sich  Y 

wieder    durch    Konstruktion 

des  Brianchonschen  Punktes, 

wobei    noch    zu    beachten, 

daß  der  Schnittpunkt  (Y,  YI) 

natürlich  der  unendlich  ferne 

Punkt  von  1  ist. 
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Aufgabe  49.  Eine  Parabel  ist  gegeben  durch  vier 
Tan genten.  Ihren  unendh ch  fernen  Fun kt  (di e  Richtung 
der  Achse)  zu  bestimmen. 


F,g.  02. 


Lösung.  Bezeichnen  wir  (Fig.  62)  die  vier  gegebenen 
Tangenten  mit  I,  11,  III,  IV,  die  unendüch  ferne 
Gerade  mit  Y  und  YI,  so  gibt  die  Linie  y,  welche  in 
dem  Brian chonschen  Sechsseit  nach  dem  Berührimgs- 
punkt  (Y,  YI)  läuft,  die  Richtung,  in  welcher  der 
unendlich  ferne  Pmikt  der  Parabel  hegt. 


YI.  Abschnitt. 
Die  Polarentheorie  der  Kegelschnitte, 


§  27.    Pol  und  Polare. 

Konjugierte  Punkte  und  konjugierte  Gerade. 

79.  Liegt  ein  Kegelschnitt  k^  gegeben  vor  und  ist 
g  eine  Gerade,  welche  ihn  in  den  Punkten  A  und  B  trifft 
(Fig.  63),  so  kann  man  zu  irgend  einem  Punkte  X  von  g 


den  vierten  harmonischen  X'  bezüglicli  A  und  B  kon- 
struieren, so  daß  also  (XX'AB)  =  —  1 .  Wir  nenner 
zwei  solche  Punkte  X  und  X'  „konjugiert"  in  bezug  aui 
den  Kegelschnitt. 

Berührtdie  Gerade  g  den  Kegelschnitt,  so  vereinigen 
sich  A  und  B  in  einem  Punkt,   etwa  C.     Der  vierte 
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harmonische  zu  einem  Punkt  X  fällt  dann,  wo  auch 
X  auf  der  Tangente  liegen  mag,  wieder  mit  C  zusammen. 
Zu  jedem  Punkte  einer  Tangente  ist  also  der  Berührungs- 
pimkt  konjugiert. 

Gehen  andererseits  von  einem  Pimktc  G-  aus  zwei 
Tangenten  a  und  b  an  den  Kegelschnitt,  so  kann  man  zu 
irgend  einer  Geraden  x  durch  G  den  vierten  harmonischen 
Strahl  x'  bestimmen  in  bezug  auf  a,  b .  Es  ist  also  dann 
(xx'ab)  =  —  1 .  Wir  nennen  zwei  solche  Strahlen  x,  x' 
„konjugierte  Gerade"  in  bezug  auf  den  Kegelschnitt. 
Rückt  G  auf  den  Kegelschnitt  nach  G^,  so  fallen  die 
beiden  Tangenten  in  eine  zusammen,  nämlich  in  die  Tan- 
gente c  in  Go  an  den  Kegelschnitt.  Zu  irgend  einer  Ge- 
raden durch  den  Punkt  Gq  des  Kegelschnittes  ist  dann  c 
stets  die  konjugierte  Gerade.  —  In  der  rechnenden  Geo- 
metrie kann  man  diese  Definition  konjugierter  Punkte 
und  Geraden  formal  übertragen  auf  den  Fall,  wo  die  Ge- 
rade g  den  Kegelschnitt  nicht  schneidet  oder  wo  von 
dem  Punkte  G-  aus  keine  reellen  Tangenten  an  den  Kegel- 
schnitt möglich  sind. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Fragen:  Wo  liegen  über- 
haupt alle  Punkte,  die  zu  einem  gegebenen  Punkte  X 
Ivonjugiert  sind  in  bezug  auf  einen  Kegelschnitt?  Ferner: 
AVas  für  eine  Kurve  umhüUen  alle  Geraden,  die  zu  einer 
gegebenen  Geraden  x  konjugiert  sind  in  bezng  auf  einen 
Kegelschnitt? 

Polare  eines  Punktes. 

80.  Wir  gehen  aus  von  der  Mac -Laurin sehen  Kon- 
figuration, wie  sie  in  Figur  4  8  S.  131  erörtertwiu-de.  Bringen 
Avir  dort  noch  AC  in  X',  BD  in  X"  zum  Schnitt  mit 
NNj^,  so  folgt  aus  dem  Viereck  AB  CD,  daß  sowohl 
(XX'AC)  =  -  1  aJs  auch  (XX''BD)  =  -  1 . 


J 
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Es  sei  nun  der  Kegelschnitt  gegeben,  sowie  der  Punkt 
X;  durch  X  ziehen  wir  eine  Sehne  AC  beliebig.  Bringen 
wir  die  Tangenten  a  und  c  in  A  und  C  in  N  zum  Schnitt 
imd  konstruieren  ferner  X'  als  den  \dorten  harmonischen 
zu  X  bezüghch  A  und  C,  so  ist  durch  N  und  X'  die 
Linie  NN^  oder  x  festgelegt.  Wie  man  also  auch  eine 
Sehne  BD  durch  X  zieht,  der  vierte  harmonische  X''  zu 


Fig.  64. 


X  bezüglich  B  und  D  muß  stets  auf  dieser  Linie  x  ge- 
legen sein.  Diese  Gerade  x  ist  demnach  der  Ort  allör 
zum  Punkte  X  konjugierter  Punkte.  Wir  nennen  sie  die 
„Polare"  des  Punktes  X  in  bezug  auf  den  Kegelschnitt. 
Auf  ihr  müssen  sich  dann  auch  die  Tangenten  b  und  d 
in  B  und  D  begegnen.  Ebenso  ist  XZ  oder  j  die  Polare 
von  Y  und  XY  oder  z  die  Polare  von  Z . 

Es  ergeben  sich  also  folgende  Eigenschaften  der 
Polaren  eines  Punktes,  die  wir  durch  die  Figur  64  zur 
Anschauung  bringen: 
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Satz  44.    „Hat  man  einen  Punkt  X  und  einen  Kegel-  | 

schnitt  und   zieht  durch,  ihn  alle  möglichen  Linien,  '] 

welche  in  A,  B  oder  C,  D  oder  E,  F  usw.  den  Kegel-  : 

schnitt  treffen,  und  konstruiert  man  i 

1)  zu  A,  B  oder  C,  D  oder  E,  F  usw.  den  vierten  har-  ■ 
monischen  in  bezug  auf  X,  j 

2)  die  zwei  anderen  Nebenecken  der  vollständigen  Vier-  1 
ecke  ABCD,  ABEF  usw.,  ! 

3)  die  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  A  und  B,  in  C  \ 
und  D  usw., 

4)  die  Berührungspunkte  der  allenfalls  von  X  aus  an  ] 
den  Kegelschnitt  gehenden  Tangenten,  , 

so  liegen  alle  diese  Punkte  auf  einer  Geraden  x,  der  ■ 

Polaren  des  Punktes  X."*)  J 

I 

Pol  einer  Geraden.  "] 

81.    Ganz  in  ähnlicher  Weise  zeigen  wir,  daß  alle  ; 

zu  einer  Geraden  x  konjugierten  Geraden  durch  einen  ' 

Punkt  X  gehen,  den  wir  den  „Pol"  von  x  nennen.    In  ] 

der  Tat  denken  wir  uns  in  Figur  48  noch  die  Linien  ;; 

NX  und  NjX  gezogen,  die  mit  x'  bzw.  x^  bezeichnet  ] 
werden  mögen,  so  ist  sowohl  (xx'ac)  =  —  1  als  auch 

(xx'^bd)  =  —  1 .    Haben  wir  nun  x  oder  NN^  behebig  | 

angenommen,  ferner  von  einem  Pimkte  N  aus  die  Tan-  ] 

genten  a  und  c  an   den  Kegelschnitt  gezogen,   welche  j 

in  A  und  C  berühren,  so  können  A\'ir  X  schon  bestimmen  j 

als  Schnittpunkt  von  A  C  und  dem  Strahle  x',  der  zu  x  ■ 

harmonisch  ist  bezüglich  a  imd  c.    Wo  dann  auch  auf  x  ^ 


*)  In  dieser  Figur,  sowie  in  den  folgenden  ist  der  Be- 
quemlichkeit wegen  als  Kegelschnitt  eine  Ellipse  gewählt. 
Selbstverständlich  gelten  die  Sätze  für  jeden  Kegelschnitt, 
sofern  nicht  ausdrücklich  etwas  anderes  bemerkt  ist. 
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ein  Punkt  N^  weiter  angenommen  wird,  immer  mnß  die 
Berülirungssehne  B  D  der  durch  N^  gehenden  Tangenten 
b  und  d  durch  den  bereits  festgelegten  Punkt  X  gehen 
und  immer  muß  auch  der  Strahl  x",  der  zu  x  harmonisch 
in  bezug  auf  b  und  d,  ebenfalls  durch  X  laufen.  Damit 
ergibt  sich  (Fig.  48) 

Satz  45.  „Legt  man  von  den  Punkten  emer  Geraden  x  aus 
die  Tangentenpaare  an  einen  Kegelschnitt  und  konstruiert 

1)  zu  X  den  vierten  harmonischen  Strahl  bezüglich 
eines  solchen  Tangentenpaares, 

2)  in  dem  von  zwei  solchen  Tangentenpaaren  gebildeten 
vollständigen  Yierseit  die  zwei  anderen  Nebenseiten, 

3)  die  zu  einem  Tangentenpaar  gehörige  Berührungs- 
sehne (Yerbindungslinie  der  Berührungspimkte), 

4)  in  den  (etwaigen)  Schnittpunkten  von  x  mit  dem 
Kegelschnitt  die  Tangenten, 

so  gehen  aUe  diese  Linien  durch  einen  Punkt  X,  den 
Pol  von  X." 

Natürlich  gehört  zu  X  wieder  x  als  Polare.    Ferner 

folgt  aus  3)  in  den  beiden  letzten  Sätzen  noch: 

Zusatz.    „Liegt  der  Punkt  X  auf  dem  Kegelschnitt,  so 

wird  seine  Polare  die  Tangente  und  ebenso  wird  der 

Pol  einer  Tangente  der  Berührungspunkt  derselben." 

Auf  Grund  dieser  Sätze  können  wir  jetzt  auch  eine 
strengere,  von  der  Eealität  der  Schnittpunkte  bzw.  Tan- 
genten unabhängige  Definition  konjugierter  Elemente 
aufstellen  in  folgender  "Weise: 

„Zu  einem  Punkte  sind  konjugiert  in  bezug  auf  einen 
Kegelschnitt  alle  Punkte  seiner  Polaren."    Ferner: 

„Zu  einer  Geraden  sind  konjugiert  in  bezug  auf  einen 
Kegelschnitt  aUe  Geraden,  die  durch  den  Pol  der  ersteren 
gehen." 
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Es  folgt  daraus  dann  unmittelbar:  ^ 

„Sind  zwei  Punkte  konjugiert,  so  geht  die  Polare  eines    ^ 

jeden  durch  den  andern"  und:  , 

„Yon  zwei  konjugierten  Geraden  enthält  jede  den  Pol  J 

der  andern."  % 

Aufgabe    50.      Zerfällt    der   Kegelschnitt    (die    Kurve  l 

2.  Ordnung)  in   zwei  Gerade,   so  folgt  aus  Satz  43    { 

(S.  134)  der  früher  (S.  53)  erwälinte  Satz.   Welcher   ; 

Satz   ergibt  sich,   wenn  der  Kegelschnitt  (als   Kurve  ^ 

2.  Klasse)  in  zwei  Punkte  zerfällt?  •, 

i 

§  28.    Das  Polardreieck. 

82.  Wählen  wir  einen  Punkt  X  in  der  Ebene  eines  ; 
Kegelschnittes  beliebig  und  zeichnen  seine  Polare  x;  } 
auf  X  sei  der  Punkt  Y  beliebig  angenommen.  Dann  muß  ] 
die  Polare  y  von  Y  jedenfalls  durch  X  gehen,  da  X  und  Y  l 
konjugierte  Punkte.  Der  Schnittpunkt  von  x  und  y  sei  Z.  i 
Dieser  Punkt  Z  ist  konjugiert  zu  X  und  Z  ist  auch  \ 
konjugiert  zu  Y,  also  ist  XY  oder  z  die  Polare  des  j 
Punktes  Z.  In  XYZ  haben  wir  folglich  ein  Dreieck  i 
gefunden  von  der  Eigenschaft,  daß  jede  seiner  Ecken  die  j 
gegenüberliegende  Seite  zur  Polaren  hat.  Ein  solches  ^ 
Dreieck  nennen  wir  ein  „Polardreieck"  des  Kegelschnittes.  ; 

WirhabenschoninFigur48aufS.131inXYZeinPolar-  1 
dreieck  erhalten;  aus  dieser  Figur  können  wir  entnehmen,  ^ 
wie  man  sich  in  anderer  Weise  ein  Polardreieck  eines  | 
Kegelschnittes  verschaffen  kann.  Sind  nämlich  A ,  B ,  C ,  D  j 
irgend  vier  Punkte  auf  dem  Kegelschnitt,  so  konstruieren  | 
wir  in  dem  vollständigen  Yiereck  derselben  die  drei  ' 
Nebenecken:  diese  bilden  dann  ein  Polardreieck.  —  Ist  1 
umgekehrt  in  Figur  65  ein  Polardreieck  XYZ  eines  Kegel-  j 
Schnitts  gegeben,  so  finden  wir  inf  olgenderWeise  eineGruppe  i 
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von  Punkten  A,  B,  C,  D,  die  zu  ihm  in  der  gleichen  Be- 
ziehung steht.  Wir  wählen  A  beliebig  irgendwo  auf  dem 
Kegelschnitt,  ziehen  AZ,  welche  Linie  zum  zweitenmal 
in  B  den  Kegelschnitt  trifft;  dann  verbinden  wir  X  mit  A 
und  B,  wodurch  wir  die  Schnittpunkte  C  und  D  auf 
diesen  Verbindungslinien  erhalten.  Der  Schnittpunkt 
von  CD  und  AB  muß  nun  auf  der  Polaren  x  von  X  liegen, 


-.tX- 


Fig.  65. 


also  geht  C  D  durch  Z .  Ebenso  müssen  A  D  und  B  C 
durch  Y  laufen.  —  Lassen  wir  jetzt  den  Pimkt  X  auf  Z 
fortrücken  und  konstruieren  für  jede  Lage  seine  Polare. 
Um  z.  B.  die  Polare  für  X'  zu  finden,  ziehen  wir  AX', 


welche  Linie    den   Kegelschnitt  nochmals   in   C 
Dann  liefert  BC  auf  z  den  Punkt  Y',  so  daß  Z  Y' 
x'  die  Polare  von  X'  A\drd.    Es  ist  folglich 

P.  Reihe  (X,  X'  .  .  .)   a  Str.  Büschel  A  (X,  X' . 
Ä  Str.  Büschel  B  (C,  G\ 
A  P.  Reihe  (Y,  Y'  .  .  .) 
A  Str.  Büschel  Z  (Y,  Y' .  , 


trifft, 
oder 
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Also  ist  auch  die  Punktreihe  X,  X'  .  .  .  projektiv  zum 
Büschel  X,  x'  .  .  .  der  Polaren  und  wir  erhalten 
Satz  46.   „Rückt  ein  Punkt  X  auf  einer  Geraden  z  fort, 
so  beschreibt  seine  Polare  x  in  bezug  auf  einen  Kegel- 
schnitt einen  Strahlenbüschel  um  den  Pol  Z  von  z,  und 
dieser  Strahlenbüschel  ist  projektiv  zu  der  von  dem 
Punkte  beschriebenen  Punktreihe." 
Dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  Punkt  Z ,  so  bewegt 
sich  ebenso   der  Pol  dieser  Geraden  auf  der  Polaren  z 
dieses  Punktes. 

Wir  erhalten  also  in  der  Figur  65  ein  System  von 
Polardreiecken  XYZ,  X'Y'Z  usw.,  die  alle  die  Ecke  Z 
gemeinsam  haben,  während  die  gegenüberliegenden  Seiten 
auf  der  Geraden  z  liegen. 

Aufgabe  51.  Man  bcAveise  den  Satz:  Die  sechs  Ecken 
zweier  Polardreiecke  eines  Kegelschnittes  liegen  auf 
einem  Kegelschnitt,  ihre  sechs  Seiten  berühren  einen 
zweiten  Kegelschnitt. 

Die  zu  einer  Geraden  und  zu  einem  Punkte  in  be- 
zug auf  einen  Kegelschnitt  gehörige  Involution. 

83.  Die  Pimktreihe  X,  X'  .  .  .  ist  nicht  bloß  pro- 
jektiv zur  Punktreihe  Y,  Y' . . .  (Fig.  65),  sondern  sie  liegt 
zu  ilir  invoiutorisch,  da  ja  die  Polare  y  von  Y  durch  X 
geht.  Die  Paare  X,  Y,  X',  Y'  .  .  .  büden  eine  Punkt- 
involution, eben  die  Involution  konjugierter  Punkte  auf  z. 
Ebenso  gehören  die  Strahlenpaare  x,y,  x',  y'  .  .  .  einer 
Involution  an,  der  Involution  konjugierter  Geraden  durch  Z. 
Schneidet  z  den  Kegelschnitt  in  reellen  Punkten,  so  sind 
dies  die  Doppelpunkte  der  Punktinvolution  (z.  B.  Xq,  Yq). 
Gehen  von  Z  aus  reelle  Tangenten  an  den  Kegelschnitt, 
so  liefern  diese  die  Doppelstrahlen  der  Strahleninvolution 
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(z.  B.  Xo,  Jq).  Aber  auch  wenn  z  den  Kegelschnitt  nicht 
in  reellen  Punkten  trifft,  so  kann  man  trotzdem  die  Punkt- 
involution nach  dem  eben  Bemerkten  festlegen.  Sie  Avii'd 
dann  natürhch  eine  elliptische  und  kann  dazu  dienen, 
die  imaginären  Schnittpunkte  der  G-eraden  mit  dem  Kegel- 
sclinitt  in  geometrisch  brauchbarer  Weise  zu  ersetzen. 
Wenn  ferner  von  Z  aus  keine  Tangenten  an  den  Kegel- 
schnitt gezogen  werden  können,  so  wird  die  Involution 
der  konjugierten  Geraden  durch  Z,  die  immer  noch  be- 
stimmt werden  kann,  eine  elliptische.  Statt  der  imaginären 
Tangenten  von  Z  aus  führt  man  dann  diese  Involution  in 
die  Betrachtung  ein.  Berührt  z  den  Kegelschnitt,  oder 
fäUt  Z  auf  denselben,  so  wird  die  zu  z  oder  Z  gehörige 
Involution  eine  parabolische. 

Das  Dualitätsgesetz  in  der  Ebene. 

84.  Ist  in  einer  Ebene  ein  Kegelschnitt  k^,  speziell 
etwa  auch  ein  Kreis,  gegeben  und  irgend  eine  Figiu-,  so 
kann  man  zu  jedem  Punkte  die  Polare,  zu  jeder  Geraden 
den  Pol  in  bezug  auf  k^  zeichnen.  Den  Punkten  einer 
Geraden  entsprechen  dann  nach  Satz  46(S.  15  6)  Gerade,  die 
alle  diu-ch  den  Pol  dieser  Geraden  gehen.  Vier  Punkten  einer 
Geraden  sind  also  vier  Strahlen  durch  einen  Punkt  zu- 
geordnet, und  es  ist  überdies  das  Doppelverhältnis  der 
vier  Strahlen  gleich  dem  der  vier  Punkte.  Dem  Schnitt- 
punkt zweier  Geraden  entspricht  die  Yerbindungslinie 
der  Pole  der  beiden  Geraden  usw.  Aus  der  ersten  Figur 
können  wir  demnach  eine  zweite  ableiten,  die  ihr  genau 
nach  dem  Dualitätsgesetz  der  Ebene  7.  a  entspricht. 
Jetzt  ist  aber  zwischen  den  beiden  Figuren  auch  ein 
direkter,  geometrischer  Zusammenhang  hergestellt,  sie 
sind  „reziprok"  zueinander  in  bezug  auf  den  Kegelschnitt. 
Irgend  einer  Kurve  als  Ort  von  Punkten  entspricht  eine 
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Kurve,  eingehiillt  von  den  entsprechenden  G-eraden.  Die 
Klasse  dieser  letzteren  ist  gleich  der  Ordnung  der  ersten 
Kurve.  Die  Punkte  des  Kegelschnittes  k^  sind  dadurch 
ausgezeichnet,  daß  die  ihnen  entsprechenden  Geraden, 
nämlich  die  Tangenten  von  k^ ,  durch  sie  hindurchgehen. 

§  29.    Mittelpunkt,  Durchmesser,  Achsen  eines 
Kegelschnittes. 

Der  Mittelpunkt. 

85.  Aus  den  allgemeinen  Sätzen  der  Polarentlieorie 
erhalten  wir  wieder  spezielle,  metrische,  wenn  wir  das 
Unendlich-Ferne  hereinziehen.  Wir  haben  die  Annahme 
als  zidässig  und  notwendig  erkannt,  daß  alle  unendlich 
fernen  Punkte  einer  Ebene  auf  einer  Geraden  liegen. 
Auch  zu  dieser  unendlich  fernen  Geraden  können  wir 
dann  den  Pol  zeichnen  in  bezug  auf  einen  Kegelschnitt, 
imd  wir  erhalten  um,  indem  wir  von  den  Punkten  der 
unendhch  fernen  Geraden  aus  Tangentenpaare  an  den 
Kegelschnitt  legen.  Die  zugehörigen  Berührmigssehnen 
gehen  alle  durch  diesen  Pol.  Wir  nennen  den  Pol  der 
unendhch  fernen  Geraden  den  „Mittelpunkt"  des  Kegel- 
schnittes, jede  durch  ihn  gehende  Sehne  einen  „Durch- 
messer". Die  beiden  Schnittpunkte  eines  Durchmessers 
mit  dem  Kegelschnitt  müssen  harmonisch  getrennt  werden 
durch  den  Mittelpunkt  und  durch  den  Schnittpunkt  des 
Durchmessers  mit  der  unendlich  fernen  Geraden,  also 
muß  jeder  Durchmesser  im  Mittelpimkt  halbiert  werden 
(Satz  44,1  S.  152). 

Für  die  Ellipse  und  Hyperbel  Hegt  der  Mittelpunkt 
im  Endlichen,  bei  der  letzteren  ist  er  (Satz  45,4  S.  153)  der 
Schnittpunkt  der  Asymptoten;  für  die  Parabel,  welche 
die  unendlich  ferne  Gerade  berührt,  fällt  der  Mittelpunkt 
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in  den  Berührungspunkt  der  unendlich  fernen  Geraden, 
also  in  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Parabel.  Alle 
Durchmesser  der  Parabel  sind  folglich  parallel 

Es  hat  sich  mithin  ergeben: 
Satz  47.  „Die  Yerbindungslinien  der  Berührungspunkte 
paralleler  Taugenten  eines  Kegelschnittes  (Ellipse  oder 
Hyperbel)  gehen  alle  durch  den  Mittelpunkt  und  heißen 
Durchmesser.  Jeder  Durchmesser  wird  im  Mittelpunkt 
halbiert  (Fig.  66a  und  66b)." 


Fig.  GGa. 


Konjugierte  Durchmesser. 

86.  Nehmen  wir  jetzt  in  Figur  65  (S.  1 55)  z  als  die  un- 
endlich ferne  Gerade.  Dann  wird  Z  der  Mittelpunkt  des 
Kegelschnittes  (Fig.  66a  und  66b).  Die  Linien  x,  y,  x/,  y' 
werden  konjugierte  Gerade  durch  den  Mittelpunkt:  wir 
nennen  sie  „konjugierte  Durchmesser".  Jeder  von  ihnen 
ist  also  die  Polare  des  unendlich  fernen  Punktes  des 
anderen.  Zieht  man  zu  einem  der  konjugierten  Durch- 
messer eine  parallele  Sehne  AB,  so  muß  die  Mitte  dieser 
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Soluie  anf  dem  konjugierten  Durchmesser  liegen,  da  sie      ■ 
mit  X  zusammen  A  und  B  harmonisch  trennt.    In  bezug 
auf  konjugierte  Durchmesser  zeigt  also  der  Kegelschnitt 
eine  „schiefe  Symmetrie".    Dies  liefert  :| 


Fig.  OGb. 

Satz  4  8.  „Die  konjugierten  Geraden  durch  den  Mittel- 
punkt eines  Kegelschnitts  liefern  die  Involution  der 
konjugierten  Durchmesser.  Jeder  von  zwei  konjugierten 
Durchmessern  halbiert  alle  Sehnen,  die  zum  anderen 
parallel  laufen.  Die  Tangenten  in  den  Endpunkten 
eines  Durchmessers  sind  parallel  zum  konjugierten 
Durchmesser.  Je  zwei  konjugierte  Durchmesser  bilden 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden  ein  Polardreieck 
(Fig.  66a  und  66  b)." 


§  29.     Mittelpunkt,  I)m-chmesser,  Achsen. 


161 


Hat  man  (Fig-.  66c)  eine  Parabel  und  sind  AB,  A'B' 
parallele  Sehnen,  M,  M' .  .  . 
deren  Mitten,  so  liegen  diese 
alle  auf  einem  Durchmesser, 
der  durch  den  unendlich 
fernen  Punkt  S  der  Parabel 
geht.  Der  Durchmesser 
schneidet  die  Parabel  noch- 
mals in  T  und  die  Tangente 
in  diesem  Punkte  ist  pa- 
rallel AB. 

Fig.  66  c. 

Die  Achsen  eines  Kegelschnittes. 

87.  In  der  Involution  der  konjugierten  Durchmesser 
eines  Mittelpunkt-Kegelschnittes  sind  nach  Satz  24  (S.  94) 
stets  auch  zwei  aufeinander  senkrechte  (x'',  y^  vorhanden. 
Man  bezeichnet  dieselben  als  die  „Hauptachsen"  des 
Kegelschnittes. 

Bei  der  EUipse  muß  gemäß  ihrer  Definition  (vgl.  76.) 
die  Involution  der  konjugierten  Durchmesser  eine  ellip- 
tische sein,  beide  Achsen  schneiden  die  Kurve  in  reellen 
Punkten  (große  und  kleine  Achse)  (Fig.  66  a). 

Zum  Mittelpunkt  der  Hyperbel  dagegen  gehört  eine 
Involution  mit  reellen  Doppelstrahlen.  Diese  sind  die 
Asymptoten  der  Kurve.  Jede  Asymptote  ist  also  zu  sich 
selbst  konjugiert.  Irgend  zwei  konjugierte  Durchmesser 
der  Hyperbel  trennen  die  Asymptoten  harmonisch.  Daraus 
folgt  unmittelbar,  daß  der  Berührungspunkt  T  einer  Tan- 
gente (Fig.  66b)  in  der  Mitte  des  Absclmittes  ES  liegt, 
den  die  Asymptoten  auf  der  Tangente  erzeugen.  Die 
Achsen  halbieren  die  Winkel  der  Asymptoten;  die  eüie, 
x'',  schneidet  die  Hyperbel  in  reellen,  die  andere,  y'',  in 
imaginären  Punkten. 


Doehlemann,  Projektive  Geometrie. 
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Treten  in  der  Livolution  der  konjugierten  Diirclunesser 
eines  Kegelschnittes  zwei  Paare  anf einander  senkrechter 
Strahlen  auf,  so  ist  die  Involution  nach  Satz  24  (S.  94)  eine 
rechtwhikehge  und  alle  konjugierton  Darclunesserpaare 
bilden  rechte  Winlvel.  Dieser  Fall  tritt  immer  und  nur 
dann  ein,  weim  die  EUipse  in  einen  Kreis  übergeht. 
Denn  wir  können  behaupten: 

Ist  die  zum  Mttelpunkte  eines  Kegelschnittes  gehörige 
Stralileninvolution  eme  rechtwinkelige,  so  ist  der  Kegel- 
sclmitt  ein  Kreis. 

Bezeichnen  wir  nämlich  mit  M  den  Mttelpunkt,  mit 
A  einen  festen,  mit  B  einen  veränderhchen  Punkt  des 
Kegelschnittes,  so  geht  nach  Satz  48  (S.  160)  der  zur 
Richtung  AB  konjugierte  Durchmesser  durch  die  Mitte 
von  AB  und  steht  auf  AB  senkrecht,  folghch  ist  MB  =  MA 
und  alle  Punkte  des  Kegelschnittes  haben  von  M  den 
gleichen  Abstand. 

Dagegen  kann  man  bei  jedem  Kegelsclmitt  einzelne 
Punkte  finden,  welche  sich  dadurch  auszeichnen,  daß  die 
zu  ihnen  in  bezug  auf  den  Kegelsclmitt  gehörigen  Strahlen- 
involutionen  rechtwinkelige  smd.  Dies  sind  die  „Brenn- 
punkte" des  Kegelschnittes. 

Unter  den  parallelen  Durchmessern  einer  Parabel  gibt 
es  einen  TqS,  der  senlvrecht  steht  auf  der  Tangente,  die 
ia  semem  (eigentlichen)  Schnittpunkt  T^  mit  der  Parabel 
konstruiert  werden  kann  (Fig.  66  c).    Dieser  Durchmesser 
heißtdie,",Achse",derPanktTo  der  „Scheiter'  der  Parabel. 
Aufgabe  52.    Schneidet  eine  behebige  Gierade  eine  Hy- 
perbel in  den  Punkten  A  und  B  und  die  Asymptoten 
in  C  und  D,   so  ist  CA  =  BD.     Beweis  durch  An- 
wendimg des  soeben  bewiesenen  Satzes  über  die  Tan- 
gente. 
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Aufgabe  53.  Ein  Kegelschnitt  ist  durch  fünf  Punkte 
oder  fünf  Tangenten  gegeben.  Seinen  IVßttelpunkt  zu 
konstruieren. 

Lösung.  Man  verschaffe  sich  parallele  Tangenten  und 
damit  einen  Durchmesser. 

Aufgabe  54.  Man  betrachte  die  Mac-Laurinsche  Kon- 
figuration (Fig.  48)  für  den  Fall,  daß  z  die  unendlich 
ferne  Grerade  ist,  und  leite  auf  diese  "Weise  den  Satz  ab : 
In  irgend  einem,  einem  Kegelschnitt  lunschriebenen 
Parallelogramm  sind  die  Diagonalen  konjugierte  Durch- 
messer. 


n 


TU.  Abschnitt 


Die  Kegel-  und  Regel -Fläclien  2.  Ordnung  als 
Erzeugnisse  projektiver  Grundgebilde. 


§  30.    Über  Flächen  im  allgemeinen.  ^ 

Regelflächen.  I 

88.  Eine  Fläche  (z.  B.  eine  Ebene,  eine  Kugel,  ein  \ 
Kegel)  enthält  zweifach  unendlich  viele  (oo^)  Punkte,  ^ 
welche  durch  ein  mathematisches  Gesetz  bestimmt  werden.  ] 
In  der  rechnenden  Geometrie  wird  eine  Fläche  definiert  \ 
durch  eine  Gleichung,  der  die  Koordinaten  (x,  y,  z)  eines  j 
jeden  ihrer  Punkte  genügen  müssen.  j 

Eine  Fläche  kann  insonderheit  die  Eigenschaft  haben,  i 
daß  es  möglich  ist,  sie  durch  Bewegung  einer  festen  Kurve,  \ 
die  wir  uns  etwa  aus  Draht  hergestellt  denken,  zu  erzeugen.  I 
Im  einfachsten  Falle  wird  diese  Kurve  eine  Gerade  sein.  ^ 
Die  Flächen,  die  auf  diese  Weise  durch  Bewegung  einer  i 
Geraden  entstehen,  heißen  allgemein  „Regelflächen".  Sie  j 
enthalten,  gemäß  ihrer  Erzeugung,  ein  einfach  unendhches  j 
System  von  geraden  Linien,  die  wir  die  „Erzeugenden"  j 
der  Fläche  nennen.  Solche  „geradhnige"  Flächen  treten  l 
uns  entgegen,  sobald  wir  die  Erzeugnisse  proj  ektiver  Grund-  i 
gebilde  erster  Stufe  betrachten,  die  beliebig  im  Räume  l 
liegen,  wie  ja  z.  B.  zwei  behebig  im  Räume  gelegene  pro-  , 
j ektivePunktreihen nach  5  7 .  (S.  1 0  2)  alsErzeugnis  em  solches  \ 
System  von  einfach  unendhch  vielen,  im  Räume  ange-  j 
ordneten  Geraden  heferten.  | 

i 
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Wir  können  nun  zwei  durchaus  verschiedene  Typen 
von  Eegelflächen  unterscheiden  je  nach  dorn  Verhalten 
unendlich  benachbarter  Erzeugenden  der  Fläche.  Folgende 
Fälle  sind  nämlich  zu  trennen: 

a)  Irgend  zwei  unendlich  benachbarte  Erzeugende 
der  Fläche  schneiden  sich  stets.  Dann  bestimmen  die- 
selben eine  Ebene,  und  der  zwischen 
den  Erzeugenden  gelegene  Teil  der 
Ebene  ist  ein  Element  der  Fläche. 
Es  sind  also  die  Elemente  der  Fläche 
sämthch  eben  (Fig.  67).  Eine  solche 
Fläche  (die  auch  durch  Bewegung 
einer  Ebene  erzeugt  werden  kann) 
heißt  eme  „abwickelbare"  (deve- 
loppable).  Irgend  zwei  einander  nicht 
unendlich  benachbarte  Erzeugende  der 
Fläche  brauchen  sich  natürlich  nicht 
zu  schneiden. 

Die  einfachste  abwickelbare  Fläche  ist  der  „Kegel'' 
Er  entsteht,  wenn  eine  Gerade  sich  irgendwie  bewegt, 
während  einer  ihrer  Punkte  festgehalten  wird.  Diesei 
fixierte  Punkt  heißt  die  „Spitze"  des  Kegels.  Liegt  die 
Spitze  im  Unendlichen,  bewegt  sich  also  eme  Gerade  nach 
irgend  einem  Gesetze,  aber  stets  parallel  zu  sich  selbst, 
so  entsteht  aus  dem  Kegel  der  „Zylinder". 

b)  Je  zwei  unendhch  benachbarte  Gerade  der  Flächen 
schneiden  sich  nicht.  Die  einzehien  Elemente  der  Fläche 
sind  nicht  eben,  sondern  gelorümmt,  da  zwei  Nachbarge- 
rade auf  der  Fläche,  so  nahe  aneinander  man  sie  auch 
wählen  mag,  sich  nicht  schneiden,  sondern  windschief  zu- 
emander  verlaufen.  Solche  Flächen  heißen  „windschiefe" 
Regelflächen.  Wir  werden  ein  Beispiel  einer  solchen  Flädio 
weiter  unten  kennen  lernen. 


Fig.  67. 
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Tangentialebene  einer  Fläche. 

89.  Ist  auf  einer  Fläche  ein  Punkt  P  gegeben,  so 
können  wir  durch  P  auf  der  Fläche  unendlich  viele  Kui'ven 
zeichnen,  etwa  die  Schnittkurven  mit  den  Ebenen  eines 
Büschels,  dessen  Achse  durch  P  geht.  Jede  dieser  Kurven 
besitzt  in  P  eine  Tangente,  und  diese  Tangente  hat  mit 
der  betreffenden  Kurve,  also  auch  mit  der  Fläche,  zwei 
Nachbarpunkte  in  P  gemein,  ist  also  auch  eine  Tangente 
der  Fläche.  Nim  zeigt  die  Analysis,  daß  alle  diese  Tan- 
genten in  einem  Pmikte  P  an  eme  Fläche  in  einer  Ebene 
liegen,  der  Tangentialebene  in  P  an  die  Fläche. 
P  heißt  der  Berührungspunkt  der  Tangentialebene.  Jede 
(birch  P  in  dieser  Ebene  gezogene  Gerade  hat  in  P  zwei 
benachbarte  Pimkte  mit  der  Fläche  gemein. 

Liegt  eine  Gerade  h  ganz  auf  einer  Fläche,  so  geht 
also  die  Tangentialebene  in  jedem  Punkte  von  h  jeden- 
falls durch  diese  Gerade  hindurch. 

Liegen  auf  einer  Fläche  zwei  gerade  Linien,  die  sich 
schneiden,  so  ist  die  Tangentialebene  in  ihrem  Sclmitt- 
punkt  bestimmt  als  die  Ebene  dieser  beiden  Geraden, 
gleichgültig,  ob  die  beiden  Geraden  unendlich  benachbart 
shid  oder  ob  sie  einen  endlichen  Winkel  einschheßen. 

Ist  P  ein  Punlvt  einer  Kegelfläche,  so  geht  die  Tan- 
gentialebene in  P  jedenfalls  durch  die  Erzeugende  hin- 
durch, welche  durch  P  läuft.  Dies  ist  die  Verbindungs- 
linie von  P  mit  der  Spitze  S  des  Kegels.  Durch  S  gibt  es 
eine  zu  dieser  Erzeugenden  benaclibarte  Erzeugende  und 
die  durch  beide  bestimmte  Ebene  muß  die  Tangentialebene 
in  P  sein.  Es  ist  also  für  alle  Punkte  emer  Erzeugenden 
einer  Kegeliläche  (und  allgemeiner  einer  abwickelbaren 
Fläche)  die  Tangentialebene  die  gleiche.  Folglich  berührt 
die  Tangentialebene  einer  Kegelfläche  oder  abwickelbaren 
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Fläche  längs  einer  Erzeugenden   die   Fläche  (Beispiel: 
der  Kreiskegel). 

Ordnung  und  Klasse  einer  Fläche. 

90.  Unter  der  Ordnung  einer  Fläche  versteht' man 
die  Anzahl  der  Schnittpunkte,  welche  eine  beliebige  Ge- 
rade mit  der  Fläche  liefert  und  zwar  im  algebraischen 
Sinne,  also  olme  Kücksicht  auf  die  Eealität  (vgl.  58.). 
Diese  Ordnung  gibt  dann  auch  die  Maximalzalil  der 
reellen  Schnittpunkte,  welche  eine  Gerade  mit  der 
Fläche  gemein  haben  kann. 

Hat  man  eine  Kegelfläche,  z.  B.  eine  von  der  2.  Ord- 
nung, so  wird  sie  von  irgend  einer  Geraden  in  zwei  Punkten 
geschnitten.  Nach  diesen  zwei  Punkten  laufen  nun  zwei 
Erzeugende  der  Kegelfläche,  nämlich  die  Yerbindungs- 
hnien  derselben  mit  der  Spitze.  Die  durch  die  Gerade 
und  die  Spitze  gehende  Ebene  hat  mit  der  Kegelfläche 
die  genannten  beiden  Erzeugenden  und  bloß  diese  gemein. 
Bei  einer  Kegelfläche  gibt  also  die  Ordnmig  auch  die  Zahl 
der  Erzeugenden,  welche  eine  beliebige,  durch  die  Spitze 
gehende  Ebene  aus  dem  Kegel  ausschneidet. 

Der  Schnitt  irgend  einer  Ebene  mit  einer  Fläche  n*®'^ 
Ordnung  ist  eine  Kurve  n*®^  Ordnung,  da  jede  Gerade 
in  dieser  Ebene  n  Punkte  mit  der  Fläche,  folglich  eben- 
so viele  mit  der  Schnittkurve  gemeiu  hat. 

Unter  der  Klasse  einer  Fläche  verstehen  wir  die  An- 
zahl der  Tangentialebenen,  die  durch  eine  behebige  Ge- 
rade an  die  Fläche  gelegt  werden  können,  auch  meder 
im  Sinne  der  Analysis. 

Etue  Kegelfläche,  überhaupt  jede  abwickelbare  Fläche 
besitzt  nur  einfach  unendlich  viele  (cx>i)  Tangentialebenen. 
Bei  diesen  Flächen  definiert  man  die  Klasse  als  die  Zahl 
üirer  Tangentialebenen,  die  durch  etaen  beliebigen  Punkt 
Mndurchgehen. 
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Beispiel  einer  windschiefen  Regelfläche. 

91.  Gregeben  sind  drei  Gerade  h,  h^,  hg,  von  denen 
keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen.  Eine  Gerade  bewegt 
sich  so,  daß  sie  beständig  jede  dieser  drei  Geraden  schneidet. 
Man  beweise: 

1)  Die  bewegte  Gerade  schneidet  auf  den  drei  festen 
Geraden  projektive  Punktreihen  aus. 

2)  Schneidet  irgend  eine  Gerade  die  bewegte  Gerade 
in  drei  ihrer  Lagen,  so  schneidet  sie  dieselbe  in 
jeder  Lage. 

Zunächst  ist  zu  zeigen,  wie  man  sich  Gerade  ver- 
schatfen  kann,  welche  h,  h^  und  h^  begegnen.    Wählen 


Fig.  68. 

wir  auf  h  einen  Punkt  A  willkürlich  (Fig.  68),  so  können 
wir  durch  A  und  h^  eine  Ebene  (Ah^),  sowie  durch  A 
und  hg  eine  Ebene  (Ah^)  legen.  Diese  beiden  Ebenen 
schneiden  sich  dann  in  einer  Geraden  a,  welche  h^  in  Aj, 
sowie  hg  in  Ag  trifft,  also  die  verlangte  Eigenschaft  hat. 
Auf  diese  Weise  können  wir  unendlich  viele  solche  Gerade 
b,  c,d  usw.  finden,  indem  wir  auf  h  Punkte  B,C,D... 
wählen.  Es  ist  klar,  daß  irgend  zwei  solche  Gerade,  z.  B. 
3,  und  b,  sich  nicht  schneiden.  Denn  wenn  sie  sich  schneiden 
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würden,  lagen  sie  in  einer  Ebene,  und  in  der  gleichen 
Ebene  müßten  auch  h,  h^,  h^  liegen,  was  gegen  unsere 
Voraussetzung  ist.  Also  beschreibt  die  Gerade  eine  Avind- 
schiefe  Eegelfläche.   Es  ist  aber  dann  nach  Satz  4  (S.  38) 

(ABCD)  =  [(Ah,)(Bhi)(ChJ(Dh.)]  =  (A,B,C,D,) 
und 

(ABCD)  =  [(Ah3)(Bh,)(Ch,)(Dh,)]  =  {A,B,C,T>,), 
folglich 

(ABCD)  =  (AiBiCiDi)  =  (A^B.C^D^)  . 
Damit  ist  der  erste  Teil  unserer  Behauptung  bewiesen. 
Es  sei  ferner  eine  Gerade  h^  gefunden,  welche  a,  b 
und  c  schneidet.  Projizieren  wir  nun  die  projektiven 
Punktreihen  A,  B,  C  .  .  .  auf  h  und  A^,  B^,  C^  .  .  .  auf 
\  je  aus  hj  durch  einen  Ebenenbüschel,  so  sind  diese 
Ebenenbüschel  projektiv.  Dann  sind  aber  folgende  Ebenen 
identisch : 

(Ah^)  =  (Aih^)  =  (h,a) 

(Bh^)  =  (B,h^)-(h^b) 

(Ch^)  =  (Cih,)  =  (h,c). 
Es  fallen  also  in  den  projektiven  Büscheln  drei  Ebenen 
mit  ihren  entsprechenden  zusammen,  folglich  muß  über- 
haupt jede  Ebene  mit  ihrer  entsprechenden  identisch  sein. 
Es  ist  demnach  auch  (Dhx)  =  (Dihx),  d.  h.  die  Gerade  d 
imd  überhaupt  jede  solche  Gerade  schneidet  h^. 

§  31.    Die  Kegelfläche  2.  Ordnung. 

92.  Betrachten  ^vir  jetzt  zwei  projektive  Ebenen- 
büschel mit  den  Achsen  s  und  s^ ,  die  sich  in  S  schneiden 
mögen  (Fig.  69).  Dann  liefern  je  zwei  entsprechende 
Ebenen  eine  Schnittlinie,  die  auch  durch  S  geht.  Das 
Erzeugnis  der  projektiven  Ebenenbüschel  ist  demnach  eine 
Ke^elflächft  mit  der  Spitze  S.    Wir  fragen  zunächst  nach 
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der  Ordnung  derselben.  Zählen  wir  also  ab,  in  meviel 
Punkten  eine  beliebige  Grerade  g  dieser  Kegelfläclie  be- 
gegnet. Zu  dem  Zwecke  werde  durch  g  irgend  eine  Ebene 
gelegt.  Diese  wird  die  projektiven  Ebenenbüschel  s  und  Sj 
in  zwei  projektiven  Strahlenbüschel  S  und  S^  schneiden, 


Fig.  G9. 


und  die  Schnittkurve  der  Ebene  mit  der  Kegelfläche  stellt 
sich  dar  als  das  Erzeugnis  dieser  projektiven  Strahlen- 
büschel. Also  ist  diese  Schnittkurve  der  Ebene  mit  dem 
Kegel  ganz  allgemein  ein  Kegelschnitt.  Die  Gerade  g 
aber  trifft  diesen  in  zwei  Punkten  und  das  sind  zugleich 
ihre  Schnittpunkte  mit  der  Kegelfläche.  Es  ist  mithin 
die  Kegelfläche  von   der   2.  Ordnung.     Die  analytische 
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G-eometrie  zeigt  überdies,  daß  sich  jede  Kegelfläche 
2.  Ordnung  in  dieser  AYeise  durch  projektive  Ebenen- 
büschel erzeugen  läßt.  Es  ist  also  die  hier  betrachtete 
Kegelfläche  die  allgemeine  2.  Ordmmg.  Fügen  wir  noch 
die  Bemerkung  hinzu,  daß  eine  Tangentialebene  des  Kegels 
die  gewälilte  Ebene  in  einer  Linie  schneidet,  welche  Tan- 
gente des  Schnittkegelschnittes  in  dieser  Ebene  sein  muß, 
so  ergibt  sich  ganz  ebenso  wie  in  59. 

Satz  49.  „Zwei  projektive  Ebenenbüschel  mit  sich 
schneidenden  Achsen  s  imd  s^  erzeugen  durch  die 
Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  einen  allgemeinen 
Kegel  2.  Ordnung,  der  auch  die  Achsen  s  und  s^  als 
Erzeugende  enthält.  Die  Tangentialebenen  längs  dieser 
beiden  Erzeugenden  sind  die  Ebenen,  welche  der  Yer- 
bindimgsebene  (ssi)bezüghch  entsprechen.  Der  Schnitt 
des  Kegels  mit  einer  beliebigen  Ebene  ist  ein  Kegel- 
schnitt.   Der  Kegel  ist  auch  von  der  2.  Klasse." 

Da  jede  Erzeugende  des  Kegels  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehmmg  zu  beiden  Seiten  der  Spitze  zu  nehmen  ist,  so 
besteht  der  Kegel  aus  zwei  in  der  Spitze  zusammenhängen- 
den Mänteln.  Was  den  Schnitt  des  Kegels  mit  einer  Ebene  s 
betrifft,  so  ergeben  sich  die  drei  möglichen  Fälle  folgender- 
maßen: Legen  wir  durch  die  Spitze  S  des  Kegels  eine 
Ebene  SQ-\{-e,  so  kann  Eq  zwei  reelle  Erzeugende  mit 
dem  Kegel  gemeinsam  haben.  Dann  ist  der  Schnitt  von 
e  mit  dem  Kegel  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten- 
richtungen durch  diese  beiden  Erzeugenden  gegeben 
sind.  Oder  Eq  hat  keine  reelle  Erzeugende  mit  dem  Kegel 
gemein,  in  diesem  Falle  ist  der  Schnitt  von  e  mit  dem 
Kegel  eine  Ellipse.  Wenn  endhch  Eq  den  Kegel  berührt, 
so  wird  man  in  s  als  Sclmitt  eine  Parabel  erhalten. 
Damit  ist  die  Bezeichnung  dieser  Kurven  als  „Kegel- 
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schnitte"    gerechtfertigt     Sie   stammt   schon   von   den  \ 

Griechen  her*).  ) 

93.    Legt  man  von  einem  Pimlvte  S  im  Räume  die  ■ 

projizierenden  Strahlen  nach  den  Pmikten  eines  Kreises,  \ 

so  erhält  man  eine  Kegelfläche.    Wählt  man  zwei  ihrer  ■ 

Erzeugenden  aus,  so  kann  man  mit  diesen  als  Achsen  die  \ 

KegelfJäche  durch   projektive  Ebenenbüschel    erzeugen,  \ 

ausgehend  von  der  Erzeugimg  des  Kreises  durch  projek-  \ 

tive  Strahlenbüschel.    Die  Kegelfäche  ist  also  von  der  \ 

2.  Ordnung  —  sie  ist,  wie  man  zeigen  kann,  identisch  1 

mit  der  allgemeinen  Kegelfläche  2.  Ordnung  —  und  wird  ] 

also  von  einer  beliebigen  Ebene  in  eiaem  Kegelschnitt  j 

geschnitten.    Dies  liefert  den  ] 

Satz  50.    „Projiziert  man  einen  Kreis  aus  irgend  einem  | 

Punkte  auf  eine  Ebene,    so   ist  die  Projektion  ein  i 

Kegelschnitt."  s 

Wird  der  Punkt  S  speziell  auf  der  Senkrechten  an-  \ 

genommen,  die  man  im  Mittelpunkte  M  des  Kreises  auf  i 

der  Ebene  desselben  errichten  kann,  so  erhält  man  einen  i 

speziellen  Kegel  2.  Ordnung,  der  auch  erzeugt  werden  \ 

kann  durch  Drehimg  eines  rechtwinkeligen  Dreieckes  um  i 

die  Kathete  SM.    Dieser  Kegel  heißt  „gerader  Kreis-  \ 

kegel",„Umdrehungskegel",„Rotationskegel".  Der  ] 

Schnitt  desselben  mit  einer  beliebigen  Ebene  ist  aber  \ 
auch  wieder  ein  Kegelschnitt. 

Nimmt  man  die  Achsen  s  und  s^   der  projektiven  \ 

Ebenenbüschel  parallel  an,   so  rückt  die  Spitze  S  des  \ 

Kegels   ins   Unendliche  und   man   erhält  als  Erzeugnis  1 

einen  „Zylinder  2.  Ordnung".   Derselbe  kann  drei  ver-  | 

schiedene  Formen  annehmen,  je  nachdem  die  unendlich  ] 

ferne  Ebene   zwei   reelle  oder  zwei    zusammenfallende  . 


*)  ApoUonius  von  Pergae:  „Conica"  (250  v.  Chr.). 
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oder  zwei  imaginäre  Gerade  aus  dem  Zylinder  ausschneidet. 
Es  gibt  deswegen  einen  hyperbolischen  (Fig.  70a), 
einen  parabolischen  (Fig.  70b)  und  einen  elliptischen 
(Fig.  70c)  Zylinder  2.  Ordnung.  Man  kann  zeigen,  daß 
der  letztere  auch  erhalten  ^vTxd,  wenn  man  durch  die 
Punkte  eines  Kreises  in  beliebiger  Richtung  unter  sich 
parallele  Gerade  legt. 


Fig.  70  a. 


70  b, 


Fig.  70  c. 


Steht  endlich  die  Richtung  dieser  parallelen  Geraden 
auf  der  Ebene  des  Kreises  senkrecht,  so  geht  der  elliptische 
Zyhnder  in  den  „Umdrehungs"-,  „Rotations'^-  oder 
„Kreis"-Zylinder  über. 
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94.  Betrachten  wir  jetzt  zwei  projektive  Ebenen- 
büschel in  allgemeiner  Lage,  deren  Achsen  s  und  s^  sich 
also  nicht  schneiden.  Je  zwei  entsprechende  Ebenen  der 
Büschel,  wie  etwa  oc  und  öc^,  werden  sich  in  einer  Ge- 
raden h  schneiden,  die  sowohl  s  in  P  als  s^  in  P^  treffen 
muß  (Fig.  71).  Wir  erhalten  auf  diese  "Weise  unendlich 
viele  Gerade  h,  hjL,  hg  usw.,  die  offenbar  eine  windschiefe 
Regelfläche  bilden  (Beweis  dafür  wie  in  91.),  Wir  nennen 
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das  System  dieser  Geraden  auch  eine  „Regelscliar"  und 
bezeichnen  es  kurz  mit  [h].  Die  dadurch  gegebene  Regel- 
fläche ist  von  der  2.  Ordnimg.  Denn  schneiden  wir  sie 
mit  irgend  einer  Ebene,  so  werden  die  projektiven  Ebenen- 
büschel s  und  Sj^  in  projektiven  Strahlenbüscheln  S  und 
Sj  getroffen,  deren  Erzeugnis  den  Schnitt  mit  der  Ebene 
liefert.  Es  schneidet  also  die  beliebige  Ebene  die  Regel- 
fläche nach  einem  Kegelschnitt,  mitliin  ist  die  Fläche  von 


Fig.  71. 


der   2.  Oi"<limng. 


Die  Rechnung  zeigt  wieder,  daß  die  j 
allgemeine  Fläche  2.  Ordnimg,  wie  sie  durch  eme  be-  t 
Uebige  Gleichung  2.  Grades  gegeben  wird,  in  dieser  Weise  ] 
erzeugt  werden  kann.  Diese  geradlinige  Fläche  2.  Oi-dnung  i 
heißt  auch  „einschaliges  Hyperboloid".  1] 

Es  ergibt  sich  sofort  auch  eine  zweite  Erzeugung  ; 
unserer  Fläche.  Trifft  die  Erzeugende  h^  in  Q  und  Q^,  < 
ferner  h2  in  R  und  R^  die  Achsen  s  imd  s^  usw.,  so  ist  i 
die  Reihe  der  Punkte  P^ ,  Q^ ,  R^  .  .  .  perspektiv  zu  den  j 
Ebenen  oc^ßj-ydes  Büschels  s ,  durch  die  sie  ausgeschnitten 

i 
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wird.  Ebenso  ist  die  Punktreihe  P,  Q,  R  .  .  .  aiif  s  zum 
Ebeiionbüschel  oc^,  ß^^j  y^  ...  perspektiv.  Da  aber  die 
beiden  Ebenenbüschel  projektiv,  so  ist  auch  die  Punkt- 
reihe P,  Q,  R  .  .  .  projektiv  zur  Punktreihe  P^ ,  Q^ ,  R^  ... 
Die  Regelschar  [h]  kann  also  auch  dadurch  erhalten  werden, 
daß  man  in  zwei  projektiven  Punktreihen  im  Räume  ent- 
sprechende Punkte  dm'ch  Gerade  verbindet. 

Daraus  folgt  aber  noch  eine  weitere  merkwürdige 
Eigenschaft.  Ist  nämlich  Sg  irgend  eine  Gerade,  welche 
die  drei  Geraden  h,  h;^,  ha  schneidet,  so  sind  alle  Voraus- 
setzungen erfüllt,  um  den  in  91.,  2)  ausgesprochenen  Satz 
anwenden  zu  können.  Demnach  muß  Sg  jede  Gerade  h 
der  Regelschar  [h]  schneiden  imd  jede  Gerade,  welche  h, 
h^,  hg  trifft,  hat  diese  Eigenschaft.  Alle  diese  Geraden 
bilden  aber  wieder  eine  Regelschar  [s] ,  die  auch  von  der 
2.  Ordnmig,  und  alleErzeugende  dieser  zweiten Regel- 
scliar  müssen  ebenfalls  auf  unserer  Fläche  2.  Ordnimg 
gelegen  sein,  da  durch  jeden  Punkt  einer  Geraden  von 
[s]  ja  eine  Gerade  von  [h]  geht.  Die  Achsen  s  und  s^ 
gehören  auch  zu  dieser  Regelschar  [s].  Wir  haben 
folglich: 

Satz  51.  „Das  Erzeugnis  zweier  projektiver  Ebenen- 
büschel in  allgemeiner  Lage  ist  eine  Regelschar  [h] 
oder  eine  geradlinige  Fläche  2.  Ordnung.  Dieselbe 
Fläche  kann  auch  dadurch  erzeugt  werden,  daß  man 
in  zwei  projektiven  Punktreihen  im  Räume  ent- 
sprechende Punkte  durch  Gerade  verbindet.  Auf  der 
Fläche  liegt  noch  eme  zweite  Regelschar  [s].  Alle 
Geraden  h  sind  untereinander  windschief,  ebenso  alle 
Geraden  s,  aber  jede  Gerade  h  schneidet  jede 
Gerade  s.  Irgend  zwei  Gerade  einer  Regelschar 
werden  von  den  Geraden  der  anderen  Schar  in 
projektiven  Pmiktreihen  gesclmitten." 
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Die  Fläche  ist  dieselbe  wie  die  in  91.  erwähnte,  und 
sie  läßt  sich  in  doppelter  Weise  dui-ch  Bewegung  einer 
Geraden  erzeugen.  Denn  greift  man  irgend  drei  Gerade 
der  einen  Regelschar  heraus  und  läßt  eine  Gerade  sich 
so  bewegen,  daß  sie  stets  diese  drei  Geraden  schneidet, 
so  beschreibt  die  bewegte  Gerade  die  andere  Regelschar. 
Hat  man  überhaupt  zwei  Systeme  [h]  und  [s]  von  un- 
endlich vielen  Geraden  derart,  daß  alle  Geraden  eines 
Systems  untereinander  windschief  smd,  während  jede 
Gerade  des  einen  Systems  jede  des  anderen  schneidet, 
so  bilden  dieselben  die  beiden  Regelscharen  einer  solchen 
geradlinigen  Fläche  2.  Ordnung  (Monge  1795). 

95.  Legt  man  durch  eine  Gerade  h^  der  Regelschar 
[h]  irgend  eine  Ebene,  so  wird  diese  noch  eine  Gerade 
aus  der  Fläche  ausschneiden,  da  die  Schnittlmrve  im 
ganzen  von  der  2.  Ordnung  sein  muß.  Diese  Gerade 
kann  dann,  da  sie  h^  schneidet,  nur  der  Regelschar  [s] 
angehören  und  heiße  Sx.  Für  den  Schnittpunkt  von  h^ 
und  Sx  ist  die  Ebene  also  (89.)  die  Tangentialebene.  Es 
muß  folglich  jede  Ebene,  die  durch  eine  Gerade  der 
Fläche  2.  Ordnung  hindurchgeht,  eine  Tangentialebene 
der  Fläche  sein.  In  jedem  Punkte  der  Fläche  wird  die 
Tangentialebene  bestimmt  als  die  Ebene  der  beiden  diu-ch 
diesen  Punkt  gehenden  Erzeugenden. 

Die  verschiedenen  Typen  der  geradlinigen  Fläche 
2.  Ordnung  erhalten  wir,  wenn  wir  uns  die  Fläche  durch 
projektive  Punktreihen  s  und  s^  erzeugt  denken.  Es  sind 
dann  folgende  zwei  Fälle  möglich: 

a)  Die  unendlich  fernen  Punkte  von  s  und  s^  ent- 
sprechen einander  nicht  in  der  projektiven  Bezielumg 
dieser  beiden  Punktreihen.  Es  entspricht  also  z.  B.  dem 
unendlich  fernen  Punkt  von  s  ein  bestimmter  endhcher 
Punkt  auf  s^ .    Die  Parallele  durch  diesen  Punkt  zu  s  ist 
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eine  Erzeugende  lis  der  Regelschar  [li].  In  gleicher 
Weise  gibt  es  zu  jeder  Erzeugenden  eine  parallele  Er- 
zeugende der  anderen  Schar.  Die  dadurch  erzeugte 
Fläche  lag  unseren  bisherigen  Betrachtungen  zugrunde 
imd  wir  nannten  sie  bereits  das  einschalige  Hyperboloid 
(Fig.  72).  Die  unendlich  ferne  Ebene  schneidet  die  Fläche 
in  einem  Kegelsclinitt. 


Fig.  72. 

b)  Tritt  der  speziellere  Fall  ein,  daß  die  unendlich 
fernen  Pimkte  von  s  und  s^  einander  entsprechen 
so  sind  diese  Punktreihen  ähnlich.  Die  Yerbinduno-s- 
Imie  dieser  beiden  unendlich  fernen  Punkte  ist  eine  g^z 
un  Unendlichen  gelegene  Gerade  h,,,  die  bestimmt  ist 
durch  die  Stellung  der  Ebene,  welche  parallel  zu  s  und  s, 
lauft.  ^  Alle  aeraden  der  Eegelschar  [s]  müssen  aber  h^ 
schneiden,  also  sind  sie  aUe  parallel  zu  dieser  Ebene. 

Doehlemann    Projektive  Geometrie.  12 
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Die  unendlich  ferne  Ebene  enthält  nun  von  unserer 
Fläche  die  Gerade  hoo,  sie  muß  mithin  noch  eine  Ge- 
rade Soo  der  anderen  Schar  enthalten.  Alle  Geraden  h 
müssen  Sc»  schneiden,  also  sind  auch  alle  Geraden  der 
Regelschar  [h]  parallel  einer  bestimmten  Ebene.  Die 
dadurch  entstehende  Fläche  heißt  „windschiefes"  oder 
„hyperbolisches  Paraboloid"  (Fig.  73).  Die  Geraden  einer 
jeden  der  beiden  Regelscharen  auf  der  Fläche  sind  je 
parallel  einer  Ebene.  Diese  beiden  Ebenen  heißen  die 
„Leitebenen".  Die  Fläche  berührt  die  unendlich  ferne 
Ebene. 


Fig.  73. 


Man  erhält  die  Fläche  auch,  wenn  man  eine  Gerade  j 
sich  so  bewegen  läßt,  daß  sie  beständig  zwei  feste  Gerade  l 
schneidet  und  dabei  parallel  bleibt  zu  einer  gegebenen  j 
festen  Ebene.  _      j 

Eine  einfache  Erzeugung  dieser  Fläche  besteht  darin,  ^ 
daß  man  (Fig.  73)  in  einem  Tetraeder  zwei  Paare  von  j 
Gegenkanten  (AB  und  CD,  BC  und  AD)  in  gleichviel  | 
Teile  teilt  und  entsprechende  Teilpunkte  verbmdet 

DaJi  diese  beiden  Systeme  von  Geraden  der  gleichen  ; 
Fläche  angehören,  folgt  leicht  aus  den  abgeleiteten  Sätzen.  \ 
Wählt  man  ferner  eine  Ebene,  welche  zu  AB  und  CD  \ 
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parallel  ist,  so  gibt  sie  die  Stellung  der  einen  Leitebene, 
während  die  andere  Leitebene  zu  den  Gregenkanten  BC 
und  AD  parallel  läuft.  Schneiden  sich  zwei  Ebenen 
dieser  beiden  Ebenenbüschel  in  einer  Geraden  g  und 
nehmen  wir  eine  Tafel  senkrecht  zu  g,  um  in  diese  das 
Tetraeder  und  die  Greraden  der  Fläche  orthogonal  zu 
projizieren,  so  erhalten  wir  als  Bild  das  Parallelogramm 
AiBiC^D^  (Fig.  74)  sowie  die  Parallelen  zu  den  Seiten. 


tr€^       f'    2'    3'     «■'     -5'     S-     7'       -^1 

Fig.  74. 

Der  Schnittpunkt  m^  der  Diagonalen  ist  die  Projektion 
der  Linie  m,  welche  die  Mitten  des  letzten  Paares  von 
Gegenkanten  AO  und  BD  des  Tetraeders  verbindet.  Die 
beiden  Leitebenen  sind  also  auch  zu  m  parallel. 
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Oberrealle^rer  in  5)ail)ingen=(in3.  Is 
fiurDenbiehuffion.  5Kit  57  Figuren  im 
Sejt.   mvA35. 

II:    Ü^eorie   unb   Äuroen    brittcr 

unb  Pierfcr  Orbnung.  QHit  52  giguren 
im  2ejf.    5]r.  436. 

3({pcii,  Sic,  Don  Dr.  <Rob.  6ieger,  'pro« 
fefjor  an  bor  llnioerfilät  Oraj.  9Ki! 
19  Slbbilbungen  unb  1  Sparte.  Qlr.  129. 

2inf;oc^öcu!fd)c  öifcrofur  mit®ram= 
malih,  libcrieljung  unb  ßrläuierunger 
Don  21).  Sc^autfler,  'projeifor  am 
'Kealgyninafiuni  in  Ulm.    ?lr.  28. 

2lltief!omenfr.     SlcIlgionsgcfAidjlc 

üon  D.  Dr.  W.a^  ßöbr,  ^iJirofejfor  an 
ber  llniDerfifdf  Siönigsberg.    ?itr.  292. 

Slntp^ibien.  Sas  S:ierreic^  IH :  2lcj»^ 
iilien  unb  ^Unpl)ibien  d.  Dr.  gran. 
'IBerncr,  'profeflor  an  ber  llnioerfifä; 
QBien.  53nt  48  Qlbbilbungen.  3ir.385. 

2lnclj)fe,  3:cd)n.=S^em.,  oon  Dr.  © 
ßunge,  "prof.  a.  b.  (Sibgen.  'polptedjn. 
6ct)ulc  in  Siirid).  9]iit  16  5lbb.  Qlr.  195. 

3(nclt)fis,  Äöf)crc,  I:  Stffercnflal^ 
recl^nung.  Q3on  Dr.  5rbr.  Ounhcr, 
Tlelitor  bc5  'Rcaigpmnafiums  unb  ber 
Oberreal)d)uIe  in  ©öppingen.  tHIil 
68  Siguren-     5]r.  87. 

^epeftfortum    und    Slufga^^ 

denfammlung  gar  ©iffcrcntfal- 
rec^nnng  von  Dr.  grbr.  Sunher,  Tfeh. 
lor  b.  9^caigt)mnaf.  u.  ber  Oberrcaljd). 
in  ©öppingen.    9]Mt46gig.    Tir.  I4C\ 

H :  Oniegralrcrf)nung.  Q3onDr. 

griebr.  3unl^er,  5^ehtor  bes  'Heal- 
gomnafiums  unb  ber  OberreaI)d)ule  in 
©öppingcn.   Süt  89  gigurcn.    91r.88. 


ftnalofis,  JSo^ere.  Slepefiforium 
und  3(ufgabenfamm(ung  jur 
3nfegra(recf)nung  DonDr.  griebr. 
Sunher,  Q^ehfor  bes  'J^ealgpniiiaflums 
unb  ber  OberreaI[d)iiIe  in  ©öppingen. 
mn  50  gigiiren.    <nr.  147. 

—  Slieöere,  oon  «Prof.  Dr.  Scnebihl 
6porer  in  (Sljincicn.  <mif  5gip.  «Hr. 53. 

9(r(>eiferfroge,  d)ie  geioerbric^c,  oon 
3Berncr  6ombar{,  'prof.  a.  b.  ßanbelo» 
^od){d)u[c  Serlin.   3]r.209. 

Slrbeiferoerftc^erung]  fic^e:  6o3iol. 
I      Dcrfid)erung. 

ftrAöoIogie  oon  Dr.  gdebrl^  i^ocpp, 
•profeffor  an  bcr  Unioerfifät  92lünfter 
l.  m.  3  Sänbd)en.  m.  28  5lbbilbungen 
im  2e|t  unb  40  2afeln.    5]r.  538/40. 

Slril^tnelih  u.  S((gebtra  oon  Dr.  iSerm. 
6d)uberf,  «Prof.  an  bcr  (3ele^rlenfd)ulc 
bcs  Gobanncums  in  Hamburg.  <nr  47. 

Ö^eifpiclfammlung  3ur  Slrü^s 

«cllh  und  ÜÜIgebra  dou  Dr.  iöcrm. 
6d)ubert,  "Profeffor  a.  b.  ©cle^rtenfdjule 
bes  5ol)anncuin5  in  Hamburg.   QJr.48. 

Knneepfcrd»  ©as,  unb  bie  ^erforgung 
ber  mobernen  ßeerc  mit  "pferben  Don 
gclij  Don  ©amnit),  ©eneral  ber  S\a- 
DoUeric  3.  ®.  unb  e^emal.  ^rcuf}. 
Qlemonfeinfpeiaeur.    9]r.  514. 

nrmentDefen  unb  SIrmenfürforge. 
(Jinfübrung  in  bic  Jojialc  fiilfsarbeii  d. 
Dr.  51boIf  QBcber,  "^rofefior  an  ber 
ßanbe!5t)oct)fcl)uIe  in  S^öln.    "Rt.  346. 

itffbcflft,  allgemeine,  Don  qjrof.  Dr. 
3Kaj  Sic3,  ßel)rer  an  bcr  SÄgl.  3ll?abe=. 
mic  b.  bilb.  fünfte  in  6lu«g.  9lr.300. 

3If(ronomie.  ©röf3C,  23cu)egung  u.  (Snf- 
fernung  ber  ßinimelshörper  non  ^.  5. 
URöbius,  neu  bcarbciicf  non  Dr.  ßenn. 
fiobolb,  «Profeffor  on  bcr  Unioerfifäf 
filel.  I :  ©as  "pianclcnjoflcm.  mi  33 
5Ibbilbungen.    «»r.ll. 

—  —  II :  i^ometen,  9Reteorc  u.  bas  6lern. 
fpffem.  5Kif  15  giguren  unb  2  6fcrn- 
hartcn.    9]r.  529. 

Kffronomif^e  ®eogrop^ie  oon  Dr. 

Siegmunb  ®üntl)er,  'Profe|for  an  ber 

Ied)nifd;en    i5o(6fd)ule    in    OTüncftcn. 

SKil  52  «Ubbilbungcn.    9k.  92. 
tCflirop^qfib.  ®ie53efd)affenl)eifbcrßim- 

mcfshörpcr  d.  ^rof.  OB.  g.  TOisUcenus. 

3lcu  bcarbcifct  oon  Dr.  i5.  ßubenborff 

In'Potsbam.    OTit  15  21bbilb.    91r.91. 
lltberifd^e  öle  unb  miec^ffoffe  t)on 

Dr.  g.  mdjuffcn  in  <miUi&.  OTil  9  m- 

Mliungen.  <Rr.446. 


SIuffoftenftDurfe  oon  Obcrftublenraf  Dr.  1 
2.  W.  etraub,  2iehfor  bcs  (Sbcr^arb- 
ßubrDig5-©i)mnaj.i.6tuf{garf.  9lr.  17.  ! 

Slu5gleid)ungsred)nnng  nac^  ber  t 
Slletfyobe  bcr  hicinften  Quabrofe  I 
Don  QBill).  QBeilbred)f,  «profeffor  bcr  ^ 
©cobtifie  in  6Ui«gart.  <Hhf  15  gi.  l 
guren  unb  2  Safein.    <nr.  302.  1 

9Iuf}ereuropäif cl)e  C^rbf eile,  Canber*  i 
(sunbe  ber,  oon  Dr.  gronj  fteibcridb,  : 
^rofcfior  an  bcr  (Srporfahaöemtc  in  ' 
213icn.  Wü  11  2ejtliarld)en  unb  i 
"Profilen.    <nr.  63. 

Sluflrorien.  Conbe&hunbc  u.  ^irf*  l 
fd^offsgeograp^ie  bes  Sefilonbes  ; 
Sluffralien   oon    Dr.   S\urt  ftajjert. 
^rofcffor  bcr  ®cograpt)ie  an  ber  »on-  \ 
bel5«ßod)fd)uIe  in  i\öln.  <mit  8  9Ibb.. 
6  grap^.  SabeUcn  u.  1  fiarfc.  <!]r.319. 

9(uiogenes  Sa)mei\i=  unb  Gc^neib«  i 
»erfahren  oon  Gngcnteur  üans  9Jieje  | 
In  ilicl.     mVü  30  gigurcn.    5]r.  499.    : 

!Bobesn.6cbQ)imntanff  alten,  öffeni'  1 
Ilc^e,  D.  Dr.  S\avl  IBolff,  6tabt.0bcr-  ; 
baur.,ßannoDcr.  9H.50gig.  <nr.380. 

<8abem  !Bobifd)e  ®ef^id)fe  oon  Dr.  ; 
Äarl  Srunner,  "prof.  am  ©pmnafium  1 
in  "pforsbeim  unb  "priDaibojenf  ber  - 1 
©cfc^id)te  an  ber  Sccbnifcben  iSod)-  1 
fd)ule  in  S^arlsrube.    9ir.  230. 

—  Canbeshunbe  oon  QSaben  oon  i 
«Prof.  Dr.  O.  ^icni^  i.  i\arl5rui)e.  SIlif  ! 
"Profil.,  9lbbilb.  unb  1  Sparte.  91r.  199.    , 

!Ba^nr)öfe.  55o^baufen  ber3o^n*  i 
höfc  Don  (£ifenbal)nbnuinfpchtor  6.  i 
Sd)U)ab,  93orftanb  b.  i^gl.  6.-5öod)bau-  i 
fehtion  6tut{garf  11.  I:  (Smpfangsgc-  | 
böubc.  91cbengcbäube.  ®(i{crfd)uppcn.  ! 
Cohomotiüfd)uppen.  <)Ilif  91  Slbbil-  ' 
bungen.    9]r.  515. 

!BoIhonffaaIen.  ®efc^id>fe  b.  cf^Hff«  i 
liefen  ^alhanffaofen  (Q3ulgaricn,  j 
6crbtcn,  "Rumänien,  9IJon(enegro,  ! 
®ricd)enlanb)  oon  Dr.  Sk.  Q^otl)  in  I 
fiempicn.    9]r.  331. 

Sonitroefen.  Slec^nift  bes  3anfc«  \ 
»efens  oon  Dr.  "IBalfcr  donrab.  j 
ftcÜDcrl.  "Dorfle^er  bcr  ftatift.  9lbfcllung  j 
bcr  Q^eld)5banh  in  33erlin.    9^r.  484.    ' 

QSoufä^runo.  Äurjgcfabfcs  iSanbbucb  | 
über  bas  We\en  ber  Saufü^rung  oon  ! 
91rd)itchf  (Smil  Seufingcr,  Slffiftcnl  on  i 
bcr  Sec^nifdjen  ßod)f^ule  in  3)onn.  : 
ftobf .  9R.  25  gig.  u.  1 1  ÜabeU.  <nr.399.    ; 


Sanftnnff,  2>ie,  des  SlbenMattdes 

D.  Dr.  S\.  6d)nfcr,  <Mffiff.  a.  ©eaerbe- 
mufcum,  33renien.  S]].225Ibb.  <nr.74. 

—  ÖC5  OdF^uI^aufes  oon  'JJrof.  Sr.»3ng. 
Srnff  53etterlein  in  ©armftabt.  I :  ©as 
6d[)ult)au5.     5Uif  38  tJIbb.     mr.  443. 

II:  ®ie  6cI)uUäume  —  Sie  ?]eben» 

anlagen,     mw  31  Qlbbilb.    iHr.  444. 
^onfteinc.  !Sie  Gnöuffrie  der  hünf!:: 

Uelzen  ^auffeilte  und  öesSIlöriels 

Don  Dr.  ©.  Qkiilcr  in  Gbarloflenburg. 

<mil  12  Safein.    5k.  234. 
^anffoffhunöe»!D{c,  d.  ^prof.  ß.  ßabcr- 

prot),  Oberl.  a.  ö.  fier3ogI.53augetüerh. 

fd)ulcßDl3minben.  9}l.36QIbb.  9k.  506. 
!Bonerit.  'Baijcrifcfjc  <Scfcf)icf)fc  oon 

Dr.  ßan5  Odiel  in  ^^hig^burn.  91r.  160. 

—  Can5eshun5e  öes  ^öittgrctcf^s 
*ßat)evn  v.  Dr.  OB.  ©öij,  ^rof.  a.  b. 
i^gl.  Sed)n.  i5od)fcI)iiIe  93iünd)en.  9]]il 
Profilen,  51bb.  u.  1  S\ark.    5]r.  176. 

QJcfefftgungsroefen.  Sic  9efrf)icf)I= 
Ucil)e  Cfnitotdtelung  öes  ^e* 
fcfligungstoefens  oom  Slufftom» 
Uten  der  ^uIoergcfc^ä§e  bis 
3ttr  Sleujeit  oon  'Hciileaitr,  5Kajor 
b.  6fabe  5.  1.  2Beffpreiif3.  'Pionier- 
ba{aiü.<Hr.  17.    <HIit30Sil5.   Qlr.569. 

tBefc^roeröcrec^!.  Sos  iSisäiöIinar« 
«itö  25efd>n)cröerccf)f  für  ^cer  u. 
Snarine  Don  Dr.  ma]c  <S.xn\\  53]ai)cr, 
'Prof.  a.ö.UniD.  6(rof3burg  i.e.  5]r.517. 

IBeftiebsltraff,  Sie  jroedtmäöigffc, 
Don  griebri^  Sarl^,  Oberingenieur 
tn  Slürnberg.  1.  Seil:  einleilung. 
©ompfhraffanlogcn.  ^erf4)ie5.  i^rafl- 
mafd)incn.     W\l  27  SIbb.     ?lr.  224. 

11:  ©05»,  '2Baffer.  u.  5Binb.firoff- 

9Inlagen.    ffiif  31  Slbbilb.    3lr.  225. 

111:     (SIehlromoloren.      Sefriebs» 

boftentabeUen.  ©rapt).  ©arflell.  2Ba^l 
b.  Scfriebshraff.  «m.  27  2Ibb.  «Rr.  474. 

3etDegnngsf))iele  d.  Dr.  g.  S^o^lraufd), 
^rofeff.  am  SÄönigl.  i^aifer  QBilbcIme. 
©pmn.  juÄannoDer.  92?.  15  mb.  5]r.96. 

Slcl^erei.  2crf  il  =  Onö«ftric  111: 
aBöfcherci. 'Sfcicf)crei,  Särberci 
«ttö  i^rc  Siilfsffoffe  d.  Dr.  QBilb. 
QRaffot.  'Prcfefjor  a.  b.  '^reiift.  böb. 
5ad)fd)ule  für  Üejülinbiifriie  in  i^refelb. 
«mit  28  {^iguren.    9ir.  186. 

'Blüfcnpflanscn,  Sas  ©i>ffem  der, 
ml!  Slusfd^luft  öer  <Si)mnoTper» 
mcit  Don  Dr.  ^.  qSilger,  Äuffos  am 
figl.  So{anifd)en  ©arien  in  Scrlin» 
5)a^Icm.    mn  31  giguren.    9]r.  393. 


^Bodenhunöe  oon  Dr.  <}}.  «Bagcler  in 

i^önigsbcrg  i.  ^v.    «Hr.  455. 
3rondenburgtf(^  :< 'Preufiif^e    ©c» 
fcf){c^!c  Don  'Prof.  Dr.  9R.  Itiamm. 

Sir.  bes  i^aifer  2ßi[t)elm5>©i)nmafium5 

in  «monfabanr.    3lr.  600. 
!Brofinen*    Qanbcshunbc  der  Sie« 

pitbUh  !8raftlien  oon  23cl  «Sobol- 

pl)0   Don  5l)ering.     <mit    12    9lbbl;. 

bungen  unb  einer  ftarte.    9]r.  373. 
QSrouereiioefcn    I:     SKöIsercl    Don 

Dr.  «Paul   Sreücrt)off,    ©irehtor    bcr 

Srciuer-  u.  93Jäl5ciid)ule  311  ©rimma. 

9Ilit  16  Slbbilbungen.     9]r.  303, 
!8riiifch  <  Sloröamcriha.     Qanbes- 

hunbe  von7ivil^d)=3lovbametiha 

Dcn  "^^rof.  Dr.  21.  Oppel  in  Sremen. 

SPtii  13  Slbbilb.  u.  1  fuirle.    91r.  284. 
^ucf^fü^rung  in  e{nfacf)en  und  öop» 

pelten  "JJoffen  oon  'Prof.  Q^ob.  6fern, 

Oberl.  ber  Öffcnil.  ßanbelsleljranfl.  u. 

S03.  b.  55anbel5l)od)fd)ule  3.  2eip3ig. 

9Kit  Dielen  gormularen.    ülr.  115, 
!Budd^a    Don   <Profcffor   Dr.    Sbmunb 

Starbt),    mt.  174. 

<8urgenhundc,  Slbrlfe  der,  oon  iöof- 
rat  Dr.  Otto  "Piper  in  9Kün^en. 
<mil  30  Slbbilbungen.    «Hr.  119. 

!8ürgerlichc5  (Befe^duc^  fie^c:  5^ed)I 

!B93anffnifd)C5  iReic^.  ©efc^ic^fe 
des  dt)3Qnfin{[cf)en  Steiges  oon 

Dr.  ^.  5lof^  in  Älempten.  9lr.  190, 
Chemie»  Sdlgemeine  und  pf)tf\iha' 
liidje,  oon  Dr.  92Jaj  <HuboIpl)i,  "Pro- 
feffor  an  ber  2ed)nifd)en  i5od)fd)uIc  in 
Sannffabt.    iffiit  22  giguren.   2lr.  71. 

—  Slnali^fifc^e»  oon  Dr.  Go^anncs 
Äoppe  in  9rdind)en.  I:  3;f)eone  unb 
©ang  bcr  ainaipjc.    9lr.  247. 

11:    Q^eahfion  ber  9KetaUotbc  unb 

9]]e{al!c.    iHr.  248. 

—  Slnorganifc^c,  con  Dr.  3of,  illein 
in  9TJannbeim.    5]r.  37. 

—  ©cfcf)lc^fc  der,  oon  Dr.  Äugo 
53auer,  9Iffif{cnf  om  d)enüfd)en  ßübo- 
raforium  ber  .f^iJniglidjen  2ed)ni{d)cn 
ßod)fd)uIe  6iu«garf.  1 :  ^on  ben 
ciüeften  ßeite"  bis  3ur  "Berbrennunge- 
tljeorie  oon  Coocifier.    9k.  264. 

11:  Q3cHi  Oaooifier  bis  jur  ©cgen- 

joart.    9]r.  265. 


D.  Dr  Äugo  QBniier,  5Iififtciif  ciiii  d)em. 
i3abora{orinm  öer  S\qI.  3;ed)n.  Äod). 
lAiilc  6!iiifc]orf.  I.  II:  Smpt)atifd)e 
OJerbinbungen.  2  Seile.  5]r.  191.  192. 

III:  5^arbocphlifd)e  33erbinbungen. 

?lr.  193. 

-  —  IV:  ßeieroct)hlifd)c  ^erbinbiinoen. 
9k.  194. 

—  Orgonifcfjc,  oon  Dr.  Sof.  iilcin  In 
•maiinljeim.    «Hr.  38. 

—  ^^ormajeuf ifc()e»  doh  "Prioatbojent 
Dr.  e.  ffllonnbciiii  in  Sonn.  3  Sänb- 
d)en.     <nr.  543/44  ii.  588. 

—  <:pI)t)fio(ogif<^e»  oon  Dr.  med. 
21.  Cega^n  in  Berlin.  1 :  5IifimtlQfion. 
mn  2  2afefn.     mr.  240. 

IlrStif.milaHon.  Qn.lSaf.<nr.241. 

—  Socihologtfd^e,  oon  <PriDafbo3cnJ 
Dr.  (5.  53lann^etm  lu  Sonn.  Wl 
6  5Ibbilbungen.    9?r.  465. 

G^emijcf)e  Onöufirie,  3{norgoitifc^e, 

DOivDi.  ©litt,  fauler  i.  dljarlolfenburg. 

I:   2)ie  Cebloncfobainbuffric  unb   t^rc 

9]cben3ujeige.    m\  12  lal    ^r.  205. 
II:  6alincnn)e}cn,  fialifaljc,  ®ün- 

gerinbuflrie    unb   OJenuanblcs.      fflit 

6  Safein.    9Jr.  206. 
III:    2lnorganifd)c  d)enü|d)c  "^Jrä- 

parate.    Sllit  6  Safein.    Ta.  207. 
C^emif  c^e  Sled/nologie»  Sidgemeine, 

Don  Dr.  ©uft.  O^auter  in  6:t)orlotten. 

bnrg.    mi.  113. 

Ct^emifc^  s  !Xec^nifcf)e   SlnolQfe   oon 

Dr.  (S>.  Cunge,  '^rofejior  an  ber  Gib- 
genöffifdjen  'JJoIpted^nifdjen  6d)ule  in 
3ürid).    QHit  16  <abbilb.    5lr.  195. 

CS^firifUid^enQUeraiurenDesOrienfs, 
Sic,  con  Dr.  21»fon  Saiimftnrt^. 
I:  (Einleitung.  —  ©a5d)iiitlid)=Qrümä- 
i|d)e  u.  b.  tiopfifd)c  6d)nfttum.  <llr.  527. 

—  —  II :  S)a5d)iiffl..arob.  ».  bas  ät^top. 
Gcörifltum.  —  Sas  djriftl.  ect)riftlum  b. 
^Imienicr  unb  63corgier.    QJr.  528. 

©cmpfhcffcl,  ®fc.  5"uir3gefaf3fc6  Ccbr- 
bud)  mit  23eijpielcn  für  bo5  6elbft. 
ftubium  unb  ben  pral{tifd)eu  (Sebraud) 
Don  Oberingenieur  gri^-'^rid)  5?ürtb 
in  9iürnberg.  I:  i^ef|el|i)ftenic  unb 
gcucrungen.    QTiit  43  giguren.    3]r.  9. 

II:  Q3au  unb  53etrieb  ber  ®ampf- 

kcflcl.    9RII  57  gigurcn.    9lr.  521. 


©ompfmofc^fncn,  ©fc.  S^urjgefafetes 
ßel)rbud)  mit  53eifpielen  für  bas  6elbft- 
ftubium  unb  bcn  prahfitd)en  ©ebraud) 
Don  griebric^  53artl).  Oberingenicur 
tn  «Nürnberg.  2  «bd)n.  1 :  3Bäntie- 
tl)corctiid)e  unb  bampfted)ni)d)c  förunb- 
lagen,    «niit  64  giguren.    <31r.  8. 

II :  'Bau  unb  23ctrieb  ber  5)ampf. 

mafd)ineit.     9IIit  109  gig.    Qk.  572. 

Sompffurblitcn,  Sie,  it)re  'JBirhungs^ 
ujeife  unb  5\onftruhtion  non  Gngenicur 
fierm.  ^ilba,  «Prof.  a.  ffaatl.  Sei^ni- 
humi.Sremen.  9]Jit  104  21bb.  «Hr.  274. 

©csinfcftifott  non  Dr.  m.  Gbriffion, 
6tab5ar3t  a.  S.  in  ^Berlin.  9I?it  18  91b- 
bilbungen.    <I]r.  546. 

<DeterminanienD.13.  'S.  gifd)er,  Oberl.a. 
b.  Oberrealfd).  3.  ©rofe.üidjferf.  9Jr.402. 

©cuffd)c  SlHcrtümcr  oon  Dr.  granj 
gubfc.  ©irelUor  i.  ftäbf.  «Hhifcums  in 
Sraunfd)rocig.    9nit70  91bb.    9k.  124. 

©culfdjc  Sorfbifdunosfc^ulwcfcn, 
2)05,  nad)  feiner  gefd)id)tlid)enenttt>idi- 
lung  u.  in  feiner  gegenu)ärf.  ©effaltD.fi. 
6ierdi5,  Tieüifor  getuerbl.  gortbilbungs- 
fd)ulen   in  6(i)le5U)ig.     9]r.  392. 

Scuffc^cs  grcraöioörlcrbucl)  Don  Dr. 
9iuboIf  f\lcinpaul  in  CeipAig.    9k.  273. 

3)culfchc  (Bcfd[)lcr)Ic  oon  Dr.  g.  Siurjc, 
5)rof.  a.  SkqI  2uifengt)mnaf.  i.  53er lin. 
I:  attiffctolfev  (bis  1519).     91r.33. 

II:  Oetfalfei'  öcr  ^eformaUon 

un»  öcr  IKcligionshriegc  (1517 
bis  1648).    9k.  34. 

III:       2Jom      2öefffämd)e« 

Srieöcn  bis  }ur  Sluflöfung 
bts  allen  «cij^s  (1648-1806). 
91r.  35. 

ficl)e  aud):  Quellenhunbe. 

ü)cuffcQe  ©rommolih  unb  hurje  ©e« 
fd)id)tc  ber  beutfd)en  6prad)e  dou  od)ulr. 
'iJrof.  Dr.  O.  Üi)on  in  ©resbcn.  9]r.20. 

®cu{fd}e  SSau5c(5horrefpoiii)cn3  oon 
'Profeffor  St),  be  53eau{,  Officier  5« 
rSnftruction  'publique.    9]r.  182. 

2>cuffcl)c&  SSonöcIsrcd)!  oon  Dr.  fiarl 
2el)mann,  'Prof.  an  ber  Unioei'fität 
©öltingen.    2  Sbe.     9k.  457  u.  458. 

iDcuIfcl^c  ßclöcnfagc,  3)lc,  oon  Dr. 
Otto  ßuitpoib  Siiicjeh,  "Profeffor  an 
tcr  llnioerfilät  QBürjburg.     9k.  32. 

ScuIfcQcs  ^olonialrccf^l  uon  Dr.  fi. 
Sbler  Don  fioffmann,  ^rofeffor  an 
ber  figl.  911iabemte  «pofen.    9lr.  318. 


^euifc^e  Kolonien.    I:  Zogo  unft 

jlomerun  oon  "^Jrof.  Dr.  S\.  ©odc. 
Q2IU  leSaf.u.  1  Iitt)ogr.  fiarfc.  «Hr.  441. 

—  II:  Sas  (SttöfccgelJtcf  unö  Äiou» 
ffd^ou  von  "^rof.  Dr.  ii.  Sooe.  532it 
16  Safein  u.  1  lif^ogr.  i\arfc.  5k. 520. 

—  111:  Oflafriha  oon  «^Srof.  Dr.  S\. 
SoDC.  5KU  16  Safein  unb  1  Hl^ogr. 
Äartc.    31  r.  567. 

2>euffc^e  5luUurgefd)id>fe  oon  Dr. 
'Heint).  ©ün{I)er.    Olr.  56. 

®eiiffd)es  Ceben  im  12.  u.  13.  Qaf)ta 
bunbetl.  Q^calhommenfar  ju  öcn 
5)olh5=  u.flunftcpen  u.  jum  2Kinnefang. 
33on  "^Brof.  Dr.  5ul.  Sieffenbad)er  in 
greiburg  i.  53.  1 :  ÖffenUidjes  ßeben. 
mt  5aI)Ireid)en  Slbbilbitngen.  3]r.  93. 

II:   "pripaUcbcn.    W\t  aa^lreidjen 

2tbbilbungen.     5k.  328. 

SDcuffdjc  Cifcralur  öcs  13.  3o^r« 
hunderis.  Qle  (Epigonen  Oes 
ljöflfd)en  6pos.  9lii5ii)at)I  o.  beut- 
fd)cn  ®id)lungen  bes  13.  Sa^rt)unbert5 
Don  Dr.  ^ihtor  Sunh ,  3lhfuariu5  ber 
fiaifcrlid)en  51habemie  ber  2Biffcn- 
W)aflcn  in  '2Bicn.    51r.  289. 

2>euif(^e  Qitcraiurdenhmälcr  des 
14.  u.  15.  Qaijvlfttnbetis,  tUusge^ 
tDät)It  unb  erläutert  dou  Dr.  ßermann 
Sanken,  3)irehtor  ber  iÄönigin  ßutfe- 
6d)ule  in  fiönicjöberg  i.  "^r.    5Jr.  181. 

—  16.  Oo^rl^unöerfs.  I:  SSarfin 
Cutter  und  Zffom.  SHurner. 
91u5geu)äl)lt  unb  mit  (Einleitungen  unb 
51nmerhungcn  Derfet)en  oon  "Prof.  ©. 
Scrlil.  Öbcrlet)rer  am  5liholaigpm=' 
nafium  ju  ßeipäig.    5Jr.  7. 

—  —  II:  J5ait3(»acf>!5.  21u5gei»Gl)lt  u. 
erläutert  d.  "^rof.  Dr.  5.  6al)r.  3Jr.  24. 

III:   qSon  23rau!  bis  2loHen» 

flogen:  !Branf,  5Su!!cn»  ^ifc^orf, 
ovoic  Slicrepos  und  t$ai>el.  51us' 
8eiDät)It  unb  erläutert  von  'Profefioi 
Dr.  5uliu5  6abr.  5]r.  36. 

—  des  17.  und  18.  OaI)r^undcrls  bis 
5IIopf!ocIt.  1 :  2i)rih  oon  i  »r.  «Paul 
ßegbanb  in  Serlin.    5]r.  364. 

II:  ^rofa  von  Dr.  ftans  ßegbanb 

in  Staffel.    5]r.  365. 

iDeüifci^e  fitfcrofurgefc^id^fe  oon 
Dr.  93]aj  i\cdK  ^Profefior  an  ber 
Unioerfitöt  Sreelau.    5k.  31. 

—  —  der  ^lof fihcrseif  oon  Carl  IßeiU 
bred)t,  burdjgefebcn  unb  ergänäf  oon 
Slarl  Serger.    5k.  161. 


2>eu!f^e    Ciierainrgef^ic^fe     des 

des  19.  Qal)vl)unbcvt5  oon  darl 
2öeitbred)l,  neu  bearbeitet  oon  Dr. 
*Ricl).  5Beitbred)t  in  QBimpfen.  1.  II. 
Sir.  134.    135. 

!2>euffc}}en  Snundarfen,  ©ic,  v.  "ßrof. 
Dr.  Ä.  5iei5  in  SKainj.    5lr.  6Ö5. 

iSeuffd^e  !a}i)II)oIogie.  @ermQnifd)e 
9ni)f^oIogie  oon  Dr.  <£upen  5Kogh, 
^rof.  a.  b.  Uninerf.  ßeipjig.    5k.  15. 

2)etttfd|en  ^erfoncnnamen,  S>ie,  n. 
Dr.  «Hub.  $\Icinpaul  i.  ßeipäig.  5]r.  422. 

!2)euif^e  ^oelih  oon  Dr.  Sk.  Sorinshl, 
•Prof.  an  b.  llnio.  92Kind)en.   57r.  40. 

S)eutfci)e  !RcdcIe^rc  oon  iöans  'Probft, 
©i)mnaficIprof.  in  QSamberg.    5k.  61. 

!Deui|cf^e  (od^ule,  ®te,  im  Sluslande 
Don  ßans  51mrl)ctn,  6cminar=0bcr- 
lel)rer  in  Qi^eobt.    5lr.  259. 

3>eutf^es(5ecrcc^lD.  Dr.OftoSranbis, 
OberIanbc5gerid)t5raf  in  fiamburg. 
I.  SlUgemeinc  Acoren:  ^erfonen  unb 
6ad)cn  bes  6eered)t5.    5lr.  386. 

II.     ®ie     einjelnen    feercci)flid)en 

6(^ulbDerl)ältnific:  QSerfräge  bes  6ce- 
rec^ls  unb  auberDertragIid)e  Haftung. 
5]r.  387. 

!SeuIfc{)e  (5fammeshunde  o.  Dr.  <Ru- 
bolf  5KucI),  a.  0.  *53rof.  an  ber  Unioerj. 
®ien.   531it  2  ^art.  u.  2  2af.   5]r.  126. 

2)euffc^es  Unferrld^fswefen.  ®c< 
f^idf^fe  des  dcuffc^cn  linier» 
rid)fsn)efens  d.  'prof.  Dr.  grlebrid) 
6ciler,  ©irehtor  bes  S\c\l.  ©pmnafiums 
ju  ßucfaau.  1 :  53on  5lnfang  an  bis  jum 
(Jnbe  bes  18.  3al)r^unbcrts.    5]r.  275. 

II:  ^om  Seginn  b.  19.  5al)rl)unb. 

bis  auf  bie  ©egeniüarf.    5k-.  276. 

®eu!fcf)S  ilrl)eberrerf>i,  Sos,  an  life- 
rarifdyen,  hünftlerifcben  unb  gemerb- 
lieben  6d)öpfungen,  mit  bcfonbercr  Se^ 
rü*fid)figung  ber  internationoleu  Q3er- 
trägc  Don  Dr.  ©uftac  'Tiaufer.  ^^atenf- 
anroolf  in  6;i)arlDttcnburg.    5]r.  263. 

©cutfc^c  5JoUi5Hcö,  ©OS,  au5geu)öt)I! 
unb  erläutert  oon  'Profeffor  Dr.  3ul. 
6al)r.     2  Sänbdjen.     5]r.  25  u.  132. 

!Deu!fd)e  2öeOroerfaffung  con  fwrl 
Gnbres,  ©cl}eimer  firiegsrat  unb  Dor- 
trag.  'Jkf  im  Sriegsminifterium  in 
5riünd)en.    51r.  401. 

<Deuffd)es  2öör!crbud)  o.  Dr.  '3^id)arb 
ßceioe.     5Jr.  64. 

iDeutfche  ßeilungsiocfen,  2)os,  oon 
Dr.  T^obcrt  93runl)ubcr  in  Jlöln  a.  <RI}. 
5lr.  400. 


2>enffd>es  Oioilpfoje^red^f  oon  ^ro* 

fefjor  Dr.  QBill)eIm  i\ijd)  in  6frabburg 
i.  e.    3  mnbe.    mv.  428-430. 

Brüljjcif.  5n  "Jlnstüa^l  mit  öinlfg. 
u.  QBörferb.  Ijerausgegeb.  d.  Dr,  fierm. 
Sanken,  ©irehlor  ber  S^önigin  Cuife- 
6d)ule  in  ilönigsbcrg  l.  '^r.  9?r.  137. 

2)iefnc{)epen.  Jüuörnn  und  IDiefri^s 
cpcn.  9Ilit  (£inleifung  unb  ^Börferbuc^ 
Don  Dr.  O.  ß.  SiriQch,  'Profejjor  an 
ber  Knioerfitäl  QCürjburg.    ?ir.  10. 

2)if|[eren{taU'ecf)nung  oon  Dr.  grbr. 
öunhcr,  Dichlor  bes  ^^calgpmnafiums 
unb  ber  Obcrrcalfdjulc  in  ©öppingen. 
mi  68  giguren.    mr.  87. 

—  3lepefHorium  u.  Slufgabenfarnnts 
(ung  jnr  2)iffereitualreä)nnng 
Don  Dr.  grbr.  Gunher,  ^chfor  bes 
5?eQlgi)mnafiuni5  u.  b.  Oberrealfdjule  in 
©öppingcn.     9Ril  46  gig.    «Hr.  146. 

Srogenhunöe  oon  9^id).  SbrftetDiö  in 
Ceipjig  unb  ®eorg  Otfersbacö  in 
fiamburg.     5k.  413. 

iSruchtDaffer'  utt5  2)rucftluff*31it« 
lagen.  'Pumpen,  SruditDüffcr-  unb 
!DruchIuff- Einlagen  oon  ®tpl.-5ngen. 
^ubolf  "öogbl,  'Jxegierungsbaum.  a.  2), 
in  2Iad)en.    <n]il  87  gig.    SJr.  290. 

Södalieder  mit  ©rammatih,  Hber- 
fetjung  unb  Erläuterungen  oon  Dr. 
2Bil^cIm  Qianifd),  (äijmnaflal-Obcr- 
letjrer  in  Osnabrüch.    91r.  171. 

Sifen&a^nbatt.  !Die  (Snftoicftinng 
des  tnoOernen  6ifenba^n&aues 
Don  2)ipl..5ng.  «Klfreb  53irh,  o.  ö,  <Prof. 
0.  b.  h.  h.  ©eutjd).  !Ied)n.  i5od)|d)uIe  in 
<Prag.     9Kif  27  Ölbbilb.     mr.  553. 

Sifen&a^nfo^rseuge  Don  ß.  iSinnen* 
{i)al,  Qkgierungöboumcifter  u.  Obcr- 
ingenicur  in  fiannoDcr.  1 :  3)ie  ßoho- 
motipen.  9Kit  89  2Ibbilbungcn  im 
Icjt  unb  2  Safein.    mr.  107. 

II :  Sie  Sifenbat)nn)agcn  u.  Srcm- 

fcn.  QKil  5Inl)ang:  2)ic  ßifenbat)n. 
fal)rjeugc  im  Setrieb.  9I?it  56  2Jbb. 
im  Serl  unb  3  Safein.    «Hr.  108, 

m\enbafinpoimh.  C5efd)ic^fe  der 
deulfd^en  (Sifen&o^npolilih  oon 
Sefriebsinfpehtor  Dr.  öotoin  Äccft  in 
fiarlsru^e  i.  23.    «Hr.  533. 

(£tfcttbe!onbau,35cr,D.%g.-23oumcifl. 
iiarl  Tvöfjle.   9!]i{  75  5Ibbilb.   «Hr.  349. 

C^ifciil)üffenlsun5e  oon  'H.  üraufe,  bipl. 
Hütteningenieur.  I:  2)a9  Ttojjcijen. 
92]it  17  giguren  u.  4  Safein.    31r.  152. 


Gifen^üttenhunbe  II:  2)as  6(^roieb. 
eifen.    QUit  25  gig.  u.  5  Saf    Tlr.  153. 

Gifenftoitffruhtionen  im  Siod^bau 
Don  Sngenicur  S\arl  6d)inbler  In 
9neifeen.   92]it  115  giguren.    <nr.322. 

Gisseifalier»  3)a5,  d.  Ur.  ßmil  2Bcrt^ 
in  SScrlin-^ilmersborf.  OTit  17  21b. 
bilbungen  unb  1  Sparte.    3]r.  431. 

Slaftißiläfsler^re  für  Gngenietire 
I :  Grundlagen  und  ^lUgemeines 
fiber  Gpannungsjuftände,  Co* 
linder,  C^dene  'piaffen,  Sorfion» 
®ehrümmfe2:räger.  Q3on2)r..Sng. 
9Kaj  (infjUn,  'profeffor  an  ber  JSönigl. 
Saugeu3erhf(^ule  6tuttgart  unb  'Prloat- 
bojcnt  an  ber  Secf)n.  ÄocI)fd)ulc  Stutt- 
gart.   Wü  60  lllbbilb.    ^r.  519. 

Sleftfrifc^en  Sne^inffrumcnfet  2>ie« 
oon  3.  iSerrmann,  'Profeffor  an  ber 
Scd)nijd)en  iood)fd)ule  in  6tuttgart. 
9Rit  195  giguren.    5]r.  477. 

CESIehfrifd^e  2:e(egrapf^ie,  (Die,  oon 
Dr.  eub. 'HellftQb.  92].  19  gig.  51r.  172. 

eiehirisiiäf.  ZlfeoreU  'pi)i)fili  III: 
CSIehlrijiiöi  u.  SRagnefismns  oon 
Dr.  eSuft.  Säger,  'Brof.  a.  b.Sed)n.ßod)- 
fdjule  in  OTien.    «mit  33  «Jlbb.    «Hr.  78. 

(Siehfrochemie  oon  Dr.  ßcinr.  Sanned 
in  ®cn(.  I :  S^eoretifd)e  Slehtrod)emie 
unb  il)rc  pl)pfilialifd).d)emifd)en  ®runb- 
lagen.    9Kit  16  giguren.    9]r.  252. 

II:   ejperimcntclle  Slehtrod)cmic, 

9ncbmetl)oben,  Ceitfö^iglieit,  Cöfungcn, 
«mit  26  giguren.    «Hr.  253. 

SIeftfromagnef.  Cichifheorie.  2:6eo> 
retifd)e  qi^Mh  IV:  eiehfro- 
magnelif  ^e  Cicbft^eorie  u.  dlth» 
tronih  oon  ^rofeffor  Dr.  ®ufl.  Säger 
in  2Dlen.    9Ilit  21  giguren.    «Rr.  374. 

Glekfrontetallurgie  oon  Dr.  griebr. 
2tcgel5berger,  «aiferl.  Q^egierungsrat 
In  6tegliö»23erlin.  921.  16  gig.  9]r.  110. 

Criehfrofec^nih.  Sinfü^rung  in  die 
Gfarhftromtecf^nth  d.  3.  Äerrmann, 
^rof.  b.  Slehtroted)nih  an  ber  %1. 
Sec^n.  Äodjfc^ule  6tuttgarf.  I:  SDie 
p^pfihalifd)en  ®runblagen.  9Kit  95  gig. 
u.  16  Saf.    9]r.  196. 

II:   <Die  ®leid)ftrDmted)nih.     9Hil 

118  giguren  unb  16  Safein.  «Hr.  197. 

III:  5)ic  5}3ed)fel|fromted)nih.    9211! 

126  giauren  unb  16  Safein.  9]r.  198. 

—  2>ie  Maferialien  des  Snafcljinen- 
danes  und  der  CgIchirotcd)nih  d. 
Sngenicur  'profeffor  .<5erniann  QBilba 
in  Sremen.    921it  3  «Jlbbilb.    9]r.  476. 


Don  'Prol.  \)r.  'R.  Cangenbedi  in  Strafe« 
bürg  i.e.  9n.l  1 3lbb.u.^lS^artc.  51r.  215. 

(Snglifcb ::  beuffiAes  (äefpracf^sbu^ 
Don  •JJrofeffor  Dr.  ß.  ftaushuec^t  in 
Caufanne.    5]r.  424. 

englifd^e  ®efd){c^fe  oon  ^rof.  0.  ©er- 
ber. OberIet)rer  in  Süffeiborf.  5]r.375. 

Gnoüfd^c  JSanöelshorrefponöcns  d. 
e.  G.  ra^iifielb.  n.  A.,  Oberlel^rcr  an 
fiing  (Jbiöarb  VII  ©rammar  6d)ool 
in  fiing's  2i)nn.    9tr.  237. 

^ngUfdfe  QiIeroiurgefd){c^Ie  oon  Dr. 
S\arl  2Beifcr  in  QBien.    3Jr.  69. 

®runÖ3üge  unb  Siaupttnpen 

öer  engUfi^en  Qifcrafui'gefd)td)fe 
oon  Dr.  2Irnolb  5H.  <m.  6d)röer,  'Prof. 
on  ber  ßanbel5bod)fct)uIe  in  fiöln. 
2  Seile.     5fr.  286,  287. 

Snftoicftlungsgefc^i^te    5er   Siere 

Don  Dr.  3ol)anne5  Slceifen^cimer,  <Pro- 
feffor  ber  3ooIogie  an  ber  UniDerfifäf 
Sena.  1:  J5itrd)ung,  «Primilio- 
onlagen,  ßaroen,  ^ormbilbung,  (Sm- 
brpcnal^üllen.   ÜHif  48  gig.   «Hr.  378. 

I!:   Organbilbung.    531»  46  gig. 

<nr.  379. 

(Äpigoitcn,  ©fc,  ftes  ^öfifchcit  Spos. 
5lu5n)at)l  aus  beulfcl)en  Sia)lungen  bes 
13.  Ga^r^unberfs  Don Dr.  Q3ihtor  5unh, 
Sltituarius  ber  fiaiferlid)en  21habemie 
ber  5Biffenfct)af{en  in  5Bien.   9Jr.  289. 

Srdmognef  ismtts»  Srdf  f  rom>  «polar« 
li^l  Don  Dr.  3J.  51ippoIbl.  5Uit- 
glieb  bes  i^öniglid)  '53reuöifd)en  SKc 
fereoIogi}d)en  Snftituts  in  'Polsbom. 
mu  17  5lbbilb.  unb  5  2afeln.  5]r.  175. 

Srdfeile»  Cänberhunfte  öer  augcr* 
europöifc^en,  Don  Dr.  granjßeibe- 
rid),  "profcffor  an  ber  Gjporfahabemic 
tn  553ien.  5Rit  11  Sejtiiärtc^en  unb 
Profilen.    5Jr.  63. 

SrnäJ^rung  unb  Sla^rungsmiffel  o. 

Oberflabsarjl  «Profeffor  ft.  53ifd)off  In 
Serlin.   5J}i{  4  5lbbilbungen.  5]r.  464. 

ei^ih  Don  «Profeffor  Dr.  Z\)oma5  5I(t)c- 
lis  in  33remen.    5]r.  90. 

(SnropO)  Qön5erftttni)e  oon»  Don  Dr. 
grans  ßeiberid),  'Brofeffor  an  ber 
Sjporfahabemie  in  513icn.  SJiif  14  lejt- 
härtd)en  unb  Diagrammen  unb  einer 

♦    fiarlc  ber  51Ipeneinleilung.     «ftr.  62.  | 


Cclittrfionsfrora    oon    2)entfc^Ian5 

jum  Seffimmen  ber  häufigeren  in  • 
iDeutfd)Ianb  iDiIbtoad)fenben  'pflonjen  i 
Don  Dr.  533.  52]igula,  <Profeffor  an  i 
ber  gorflaftabemic  C£ifenad).  2  Seile.  ] 
3Rit  ie  50  Slbbilbung.  5^r.  268  u.  269.      ; 

(Sfplofioffoffe.  (Sinfü^rung  in  bie  G;1)c- 
mic  ber  ejplortoen  53orgänge  oon  Dr.      ■ 
ß.  53run5tDlg  in  6tegli^.    5nit  6  Slb^ 
bilbungen  unb  12  Sab.     5]r.  333. 

QamUienvethU  tHe^f  des  «Bürger* 
liefen  ^efe^bu^es.  Viertes 
3ucf> :  t^amiUenred)!  oon  Dr. ßein- 
rid)  Siöe.  '?3rofeffDr  an  ber  Unioerfitäf 
©öttingen.    5lr.  305. 

görbcrel.  Seri»»One>uflrlc  III :  3Bä=      ': 
fc^erei,  "Brcichcrei,  gärbercl  «nö 
ifjre  fiilfsffoffc  oon  Dr.  5BiII)elm      ] 
5Iiaffot,  "profeffor  an  ber  «preufeifc^en      i 
Pieren  gad)fd)ule  für  Sejlilinbuftri«  in 
i\refclb.    QRif  28  giguren.     5^r.  186.      ] 

Stlbqe\tf)ü^f  !2)a5  moderne»  oon 
OberffIeutnant5B.fiei)benreid),  5Hilitär^  i 
Iet)rer  an  b.  53]ilifärted)n.  5lhabemie  in  ] 
Serlin.  I :  Sie  C£ntoiÄIung  bes  gelb-  j 
0efd)uöcs  feit  Sinfüljrung  bes  gezogenen  ] 
SnfantericgetDe^rs  bis  ein|d)I.  ber  Gr-  j 
finbung  bes  raud)l.  «pulDers,  etuja  1850  ' 
bis  1890.    m.  1  9Ibb.  5]r.  306. 

II:  ®ic  6ntu)idilung  bes  I)eutigcn      - 

gelbgefd)ül}es  auf  ©runb  ber  ßrfinbung 
bes  raud)lofcn  ^uloers,  ctioa  1890  bis      ! 
3ur  ©egentoart.  SHit  1 1  Slbb.  5fr.  307.       ; 

Sernfprecf)tDefen,  ®05,  oon  Dr.  Cub-      ' 
aig  5^el!|fab  in  Berlin.    5Hit  47  gi- 
guren unb  1  Safel.    5h-.  155.  | 

Seffigheifsle^re  oon  5B.  ßauber,  5)lp- 
lom-Sngenieur.  5Jiit  56  gig.  51r.  288. 

—  Slufgabenfammlung  jur  Seflig«      ' 
heitsle^re  mit  Qöfungen  Don  ^. 
ßaren,  Siplom-Sngcnieur  in  53]ann-      ] 
t)cim.    9Ril  42  giguren.    «Rr.  491. 

Sefte»  ®ic,  un5  öle  forole  bie  Seifen-  ^ 
u.  ficrjenfabrihaf.  u.  b.  Siane,  CaAe,  i 
glmiffc  m.  i^ren  njid)tigft.  «ilfsftoffen  j 
Don  Dr.  Äarl  53raun  in  Serlin.  I :  ßin-  j 
fö^r.  tn  bie  (£t)emie,  23efpred).  einiger 
6al3c  u.  b.  getfe  unb  Öle.    5lr.  335.      ] 

II:     Sic    oeifenfabrihation ,    bie 

6ctfcnanalpfc  unb  bie  fier^enfabri-  ; 
boHon.    «mit  25  Slbbllb.    mr.  336. 

III :  ßarse,  Ca&c,  glrniffc.  Olr.  337. 


geuertDoffen.  C5efcf)ic^Ic  der  oe» 
fantten   Scuertoaffcn    bis   1850. 

Sie  SntoidUung  ber  geucrtDaffen  oon 
il)rem  erften  3luffrefen  bis  jur  (£iu- 
fül)ning  öer  gejogenen  Äinferlaber, 
unter  befonberer  53eiüdifid)figiing  ber 
ßeercsbeiDatfnung  d.  Äaiipfmann  a.  33. 
5B.  ®ol)Ihc,  6fcgli^-53erlin.  OTit 
105  9lfabilbungen.    3]r.  530. 

SilSfabrthafion.  2:e£ti(sCnöuffrie 
II:  OBetterei»  QBirherei,  <^o)os 
menfiererei,  <c^pi^en'  und  ^ar» 
dinenfabrihation  und  Siljfat'fi' 
hciton  Don  •^Jrofejior  5Uflf  ©ürtlcr, 
©el).  Qiegieningsr.  im  i\gl.  Caubesqe- 
tuerbeanitj.  23erlin.  921. 29gig.  Tir.  185. 

SittonjfQfieme  d.  ©rogmäc^fe,  Sie» 
(Snlevnationales  6faa{5-  u.  föemcinbe- 
i^inansruefen)  Don  O.  Sd)rDQr3,  ©e^. 
Oberfinanjral  in  Serlin.  ßtwei  23änb- 
d5cn.    Olr.  450  iinb  451. 

ginan3«>{ffcnfcf>oft  oon  "Präfibent  Dr. 
Qi  Dan  ber  23orgl)t  in  Berlin.  1 :  5111- 
gemeiner  2cil.    9Jr.  148. 

II:  Scfonbcrer  leil  (6leuerle^re). 

<nr.  391. 

Sinnifc^ « ugrif^e  Sprocfftolffcn» 
fd)aft  Don  Dr.  3o|ef  63inni)ci,  ^vo\. 
an  ber  llniDerfifäf  23ubapeif.  5ir.  463. 

Sinnlanö.  Qan^c5hun5e  des  C^uro« 
päifd^en  Slufjlanös  nctiff  Stnn* 
lonös  Don  'profejjor  Dr.  21.  'Philipp- 
Jon  in  i5a(Ie  n.  6.    5]r.  359. 

Sic ntHe.  55arjc,  Sache,  S'if "^ffe  oo" 

Dr.  i^arl  23raun  in  23erlin.   (gelte  unb 
öle  111.)    mr.  337. 
Sifc{^c.    ®a5  Xievteid)  IV:  5lfri)c 

Don  "^Jrofeffor  Dr.  931a j  9^QUt^er  in 
<neapel.    92Jit  37  mbilb.    5lr.  356. 

Sifc^erei   unö   SU(^5U(^(    oon   Dr. 

^orl  G&ftein,  'Profelior  an  ber  gorft- 
akabemie  (Sberewalbe,  9lbteilungo. 
birigenl  bei  ber  fiouptffation  bcs  for[t- 
lid)cn  Q3erfnd)5U)efen5.    9lr.  159. 

Sloro.  C^Ehurfionsflora  oon  ^eulfcf)» 
lond  jum  23e|timmen  ber  tjäufigercn 
in  S)cufjd)Iünb  ii>ilbtDad)fenben  ^flanjcn 
Don  Dr.  Iß.  9]]igula,  "^^rof.  an  ber 
gorftahabemie  C£i|enad).  2  Ücile.  92iit 
je  50  mbilbungen.    ifir.  268.  269. 

Slttbban  Don  ^^egierungsbaumeifter  Otto 
Tfappolb  in  eiiiffgort.  QUil  olelen 
«Mbbilbungen.    Tit.  597. 


Sorenfifche  <Pft)c^iafrie  oon  *Profenor 
Dr.QB.^eQganbt,  Sirehtor  ber  Srren- 
anftalt  griebrid)5berg  in  Hamburg, 
3u3ei  Sänbd)en.    <Ik.  410  unb  411. 

Sorffraiffenfci^cfl  oon  Dr.  m.  6d)©ap- 
pad),  ^rof.  a.  b.  gorftahabemie  (£berä- 
tualbe,  ^Ibfeihingsbiriq.  bei  b.  ßaupt- 
ftafion  b.  forftl.  ^er|ud)5tücf.  TIr.  106. 

Soti&U5ungsfcQuln>efen,  ®as  5eui< 
föjc,  nad)  «einer  geid)id)tl.  SntruiAlung 
unb  in  feiner  gegenrüörf.OcftiiU  oon  i5. 
6ierA5,  9^eDiJor  geröcrbl.gortbilbungs- 
jd)ulen  in  6d)le5U)ig.     Qlr.  392. 

«yranhcn.  @cfc{)id)fe  ^ft^n^^ns  oon 
Dr.  Gl)riit.  931eycr,  iÄgl.  preuft.  6taal&' 
ard)iüflr  a.  ®.  in  9ilünd)cn.    9Jr.  434. 

Svanhreid).  5ran3öflfchc  ®efc^tcf){e 
Don  Dr.  ^\.  ötcrnfclb,  •^Srofeflor  an  b. 
Unioerfität  53erlin.    <Jk.  85. 

SronhreicQ.  Candesh.o.Sronhrei^ 
D.  i>r.  <Kid)arb  91euje,  Sirelit.  b.  Ober- 
Q^ealfd)ule  in  6panbau.  1.  Q3änbd)en. 
«mit  23  9lbbilb.  im  Seft  unb  16  Ganb- 
fd)aff5bilbern  ouf  16  tafeln.    91r.  466. 

2.  23änbd)cn.    Wü  15  9lbbilb.  im 

a:ejt,  18  ßQnbjd)aft5biIbern  auf  16  Sa- 
fein unb  einer  Ut^ogr.  S\a\ie.   51r.  467. 

Sranjoflfcf) » öeui|cf)cs  (3efpra^9> 
bud)  von  (S.  giancülon,  Cektor  am 
orientaltjd).  6enünar  u.  an  b.  ßanbe!:-- 
l)0d)id)ule  in  Berlin.    <3lr.  595. 

t^anjöfifd^e^andclshorrcfpondens 
von  '^Jrofeffor  %l}.  be  33eauj,  Officitr 
be  rSnftruciion  "^iublique.     Qlr.  183. 

(^remdworf,  ®as,  im  <Deu{fc^en  oon 
Dr.  5^.lb.  fUeinpauI  in  ßeipätg.  Q^r.  55. 

i^remdroörterbud^ ,  ®cuf^c{}es,  Don 
Dr.'Rub.  Slleinpaul  inüeipjig.  «]]r.273. 

guae.  CSrläuferung  unb  Qlnleilung  jur 
Hompofition  berfelbcn  d.  'Prof.  ölcp^an 
fuet)l  in  ßeipäig.    5]r.  418. 

tyunhIioncni()eot'{e,  (Sinlcilung  in 
öic,  (2t)eorie  ber  homplejen  Sa^^cn- 
relljen)  con  5I?af  Qbfe,  Oberlehrer 
an  ber  föDefl)eid)ule  in  Seuffd)-®!!- 
mersborf.    Q3tit  10  giguren.    Qlr.  581. 

Suftarfincrle,  ^iey  i^re  Organifafion, 
!ÖctX)ajfnung  unb  ^lusbilbung  von 
Spielt,  Oberleutnant  im  ßeljrbafaillon 
ber  gufeartiHcrie-6d)iebfd)uIe  u.  Sicr- 
mann,  Oberleutnant  in  ber  53erfud)5- 
batterie  ber  9lrtillerie  -  'J-^üfungshom- 
mifpon. .  Wit  35  giguren.    Ta:  560.' 


Gafdinenfobrihafion.  Ze^nUnbu« 
«Tic  11:  iöcbcrct,  2B{rftcrcl, 
qßofomenfiererei,  epi^en»  und 
C5or2>inenfabrihafion  unb  Silj' 
fabrihation  o.'Profefjor  QJbj  ©ürtlcr, 
©e^.  'J^egiorunflsraf  im  5\önigl.  ßanbes- 
gcn)erbeamt3u"23erlin.  22111 29 giguren. 
«hr.  185. 

®os«  ttn5  <ZBaffer{itffonofionen  mii 
CSinfc^luh  bet  Sldorfonlogen  oon 
'profeflor  Dr.  phil.  unb  ®r.  «Sngen. 
(ibimrb  6ct)mtff  in  ©nrniftabf.  32^1 
119  Qlbbilbungen.    <nr.  412. 

®ashraflmafd)inen»  Sie,  uon  3ng. 
9Ilfreb  S\hme  in  S\ieL  32lit  55  gi- 
guten.    «Hr.  316. 

®ofiI)äufcr  unb  Kofels  Don  ^ri^tfehf 
93^aj  OTö^lcr  in  Süticlborf.  I:  Sie 
23eftanbteile  unb  bic  Giund){ung  bc5 
©affl)au[e5.  iHIit  70giguren.  9]r  525. 

II :   Sic  Dcrfd)ieben?n  9iWcn  Don 

©aftbäufern.    5Hif  82  gig.    mx.  526. 

©ebirgsariiUerie.  Sic  Cgnlroicfdung 
öcr  C5ebU'j)50tiinci*ic  oon  fUufe. 
mann,  Oberfl  unb  ^ommanbeur  ber 
1.  gclbartiUcrie. Angabe  in  fiönigs- 
berg  i.  «^Jr.  Wü  78  Silbern  unb 
nberfid)f5!QfeIn.    5]r.  531. 

®enoffenfc{)aftstoefen»  Sos,  in 
Seuffcf^lanO  oon  Dr.  OHo  Cinbcchc 
in  ©üffelborf.    9tr.  384. 

®eo5afie.   .QSermeffungshunde  oon 

©ipIom-Sng.  <p.  IBerl^meifter,  Ober- 
lehrer an  ber  ^aijerl.  Sed)nifd).  6d)ulc 
in  6fraf3burg  i.  C£.  I :  gelbmeffen  unb 
9liDeliieren.  <mil  146<abbilb.  II:  ®cr 
SbeoboUt.  Jrigonomelrifd)c  unb  baro« 
metrifd)e  i5öl)cnmefjung.  2ad)i)mefrie. 
<ffiil  109  9lbbilbungen.  «Hr.  468  u.  469. 
Geologie  in  hursem  ^lusjug  für  Sd)ulen 
unb  3ur  6e!b)tbelel)rung  ßiifammen» 
gefieUt  oon  <profefjor  Dr.  gber^.  graas 
in  etutfgarl.  9Kif  16  Slbbilbungen 
unb  4  tafeln  mit  51  gigurcn.   2lr.  13. 

Geometrie,  91nali)!ifd^e,  bev  @&ene 

Don  'ProfcfiDr  Dr.  <m.  toimon  in  6trab- 
burg.    <32}it  57  giguren.    Tiv.  65. 

Ülufgobenfammlung  jur  2lita» 

Igfifdjen  Geometrie  öcr  (Sf>ene 

Don  O.  Zi).  53ürt^Ien,  «Profcffor  am 
fiönigl.  5iealgpmnafium  In  6c^tt)äb.- 
©münb.    tniit  32  giguren.    ^r.  256. 


Geometrie,  3(na(i)tif^e,  b,  Raumes 

D.  "^Jrof.  Dr.  52?.  6imon  in  6tra{5bum. 
922it  28  Slbbilbungen.      «Hr.  89. 

Stufga&enfamminng  jur  2lna= 

Ii)tifcl)cn  Geometrie  des  iHaumes 
Don  O.  3;t).  Sürhlcn,  'Profcijor  am 
i'.önigl.  ^ealgpmnafium  in  6ct)U)äb.- 
©münb.     52iil  8  giguren.     9lr.  309. 

-  Sarfte(Ien5e,t}.  Dr.^^obcrfÄaufencr, 
"profeffor  an  ber  llniocrfiföt  5cna.  1. 
mt  110  giguren.    3]r.  142. 

II.    Q21it  40  giguren.    5k.  143. 

—  CSI>ene,  oon  ©.  <ma\)kr,  "^Srofeffor 
am  ©pmnafium  in  Ulm.  Snit  111 
jtticifarbigen  giguren.    9^r.  41. 

—  'Projefttioe,  in  fpnll)el.  Sel)anb=- 
lung  Don  Dr.  ^arl  ©oe^lemann,  '^Jro- 
fcllor  an  ber  UnlDcrfität  52^iind)en. 
5iJil  91  giguren.    «i}»-  72. 

GeomeIrifcI)e  Opfih,  6infä^rung  in 
öle,  Don  Dr.  OB.  ßinrid)5  in  ^\U 
mersbor^Scrlln.    <2]r.  532. 

Geomctrif  d>es  Ocict>nen  oon  ß.Se&cr, 
21rd)Ueht  unb  Cel)rer  an  ber  Sau* 
gerDerhjdnilc  in  522agbeburg,  neube- 
arbeilet  Don  ^rofeffor  5.  Sonberlinn 
in  92lünfler.  Q21if  290  giguren  unb 
23  Safcln  im  Sejt.    <J]r.  58. 

Germonifd)e  9Zlt)tt)oIogie  oon  Dr.  g. 
<mogh,  <i3rof .  a.  b.  Unio.  Oeipäig.  IHr.  15. 

Gcrmanifcl)e  (Spracf^miffenf^aft  Dcn 
Dr.  <2iid).  ßoetüc.     OJr.  238. 

Gefangshunfi.  Sed^nih  der  deul^^ 
fdjen  Gefangshunft  oon  Oshar^^oe 
unb  Dr.  ftans  5oad)im  «mofer.  92r.  576. 

Gcfcf)icl}t5Q)iff enfd)aft,  C^inleitung  i. 
die,  Don  Dr.  Grnft  Scrnl)eim,  'ßrof. 
an  ber  llniücrf.  ©reifsroalb.    <}lr.  270. 

Gefd^üQe,  Sie  modernen,  der  tS^^' 
artiUerie  oon  Q21umment)off,  92]ajor 
unb  £el)rer  an  ber  guf3arlilleric-Sd)icf3-' 
fd)ule  in  Süferbog.  1 :  ^om  Sluffrelenb. 
ge3ogenen  ©efd)ril3e  bis  jur  'Berroenbunö 
bes  raud)fd)U)ad)cn  "^Juloers  1850—1890. 
Q2JU  50  aejtbilbcrn.    3]r.  334. 

II:  Sie  SiUmidilung  ber  ^euHgcn 

©efd)ittje  ber  gu^ariillerie  feit  C£in- 
fü^rung  bes  rauci)fd)U)ad)en  ^ulocrs 
1890  bis  jur  ©egenvoart.  Q2Jit  33 
Sejfbllbern.    9k.  362. 

Gefd^toindighctlsregler  der  jiroft* 
mafc^inen,  Sic,  Don  ®r. -3ng.  i5. 
^röneringriebberg.  921itDiel.  giguren. 
<21r.  604. 

Gef cfjdud),  !Bürgcr(i^es,  fie^e :  Q^ei^t 
bes  23ürgerlid)en  ©e}e^bud)C5. 


j^örper,  fein  3ott  und  feine3:äf  ig» 
heilen  oon  ß.  'Kcbmann,  Ofaer|d)uI- 
rol  in  ftarl5rut)c.  9Kit  ©e}un5^eit5- 
let)re  Don  Dr.  med.  ß.  6eiler.  53]il 
47  «Ubbilbungen  u.  1  Safcl.     ?lr.  18. 

®etoert)eI)i)giene  oon  Dr.  (£.  Q=^ot^  in 
'Potsbam.     Qk.  350. 

®eQ)erberoefen  oon  QBcrner  6ombarf, 
'Profefjor  an  ber  Äanbel5^od)fcftulc 
Serlin.    I.  II.    mr.  203.  204. 

®emttblidie  SIrbeiierfraget  3)ic, 
Don  löemer  6ombarl,  'profcffor  an 
ber  ßanbcl5^od)|d)uIe  Serlin.  iJIr.  209. 

®en)erblid)e  ^oufen.  OnöuffrieHe 
und  gcn>erbnd)c  !Baufen  (6peict)er, 
Ca9ert)äufer  unb  gobrihen)  oon  2Ird)i- 
feht  ßeinrid)  Saljmann  in  ©üffelborf. 
1 :  5l[Igemeine5  über  Anlage  unb  i\on- 
flruhtion  ber  inbuftriellen  unb  geojerb- 
Iid)en  Sauten.    9Jr.  511. 

II :    6peid)er    unb    Cager^äufer. 

TOit  123  giguren.    51r.  512. 

®ctDicf}f5wcfcn.  snaf}:c,  ününj«  unö 
CÖetuic^istocfcn  oon  Dr.Slug.Slinb, 
IJrof .  a.  b.  ßüubelsfd).  i.  i\öln.  <J]r.  283. 

®iebereimafd)tnen  non  Sipl.-Sng. 
Gmil  Treiber  in  iöciben^eim  a.  S. 
m\l  51  giguren.     9lr.  548. 

®(05*  unb  heramifcfie  Onbuffrie 
(Gnbuff  rie  ber  (silihof  e,  ber  ^au> 
ffeine  nnb  beo  hünfflid)en  9Hör* 
fcis  I)  Don  Dr.  ©uftaD  ??auler  in 
Gbar'.otfenburg.  93lil  12  Üaf.  ««r.  233. 

®Ieic^firontmofcQine,  iSie»  oon  3n- 
genieur  Dr.  G.  fiinjbrunner  in  9Kan- 
djefier.    5Iiit  81  giguren.    «Hr.  257. 

®leffclierhunbe  con  Dr.  grit5  9Kad)aceh 
in  "IBien.  Wü  5  51bbilbungen  im 
2efi  unb  11  2afeln.    5lr.  154. 

®otif  (f|e  6pracf)benhmäler  mil  ©ram- 
moliR,  Ilberfel3ung  unb  firläutcrgn.  d. 
Dr.fterm.  Sanljcn,  ©irehtor  b.i\önigin 
ßuife=Sd)u[e  i.  ftönigsbergi.'Pr.  Q]r.79. 

®ofifrieb  von  (5fraf3burg.  ^art« 
ntonn  oon  3(uc.  ^Boifram  oon 
C2^fcf)enbacf)  unb  C^offfrieb  oon 
(Strasburg.  31u5iDal)l  aus  bem  ^öfifd). 
ßpoennfSInmerh.u.QBörlerbud)  d.  Hr. 
S\.  9Jtarolb,  "Prof.  am  S\qI.  griebrid)5- 
hoUegium  3u  Slönigsberg  i.  "pr.  *nr.22. 

®rap^if^en  jüinffe,  !Z)ie»  oon  datl 
Aampmann,  h.  h.  ßcbrer  an  ber  h.  &. 
®rap^ifd)cn  ßebr-  unb  5}erfud)5anftalf 
In  OBien.  9«il  3a^lreicf)en  2IbblI- 
bungen  unb  Seilagen,    9]r.  75. 


®riec{)ifc^e    Sllfertumshunbe    oon 

«Profeifor  Dr.  <Rid).  QUaifd) ,  neu  beor- 
beifef  Don  ?^ehfor  Dr.  granj  'JJoljl- 
^ammer.    5Rit  9  SoUbilbern.   «Hr.  16. 

®rlcd)ifc^c  ®efd)id)!eDonDr.  fteinrid) 
6rooboba,  'Profe|for  an  ber  beutfc^en 
UniDerfilät  33rag.    5]r.  49. 

©ricrf)ifcl)e  Ciferafurgefd)ici)Ie  mit 
23erüclifid)ligung  b.  ®efd)icf)te  b.  2Btffcn. 
fd)aften  Don  Dr.  «Mlfrcb  ©cr*e,  <Prof. 
an  ber  Unioerf.  Sreslau.  2  Sänb- 
d)en.    5lr.  70  unb  557. 

®riechifd)en  Sprocfjc,  ®efcQic^fe  b^ 
I:  23i5  3um  llusgangc  ber  hlajfifc^en 
3eif  Don  Dr.  Otto  ftoffmann,  'prof.  a. 
b.  Unioerfität  «münHer.    5]r.  111. 

®rie^ifcf)e  u.  römifd^e  3Ri)f^ologic 
D.  "Prof.  Dr.fierm.toleubing,  2ichbrb, 
©omnaHunis  in  6d)neebcrg.    5]r.  27, 

®runbbucf)recf>f,  Xas  formelle»  con 
Oberlanbe5gerid)l5r.  Dr.  g.  Äre^{d)mar 
in  ©resbcn.    9k.  549, 

JSanbeispoIitih»  Slusmörfige.  von 
Dr.  iöeinr.  Sieoehing,  'Profeffor  an 
ber  Unioerfifät  ßürid).    ^r.  245. 

Sianbelsved^lt  ©culfdjes,  oon  Dr. 
Äarl  ßel)mann,  "profeifor  an  ber  Uni- 
Derfilät ©öffingen,  I:  (finleifung,  2)er 
Slaufmann  unb  {eine  Äilfoperjonen. 
Offene  ßanbel5ge)ellfd)aft,  iiomman- 
bit.  unb  ftiUe  föefeaid)aft,     51r  457. 

11:  mtiengefeUfd),    ©efel(fd).  m.  b. 

ß.  Cting,©en,  Äanbelsgcfd),  <nr.458. 

Aanbelsf cf^ulroefen »  ®as  beuffd^e» 
Don  ®irehtor  2l)eDborQ3Ium  in®c|fou. 
9k.  558. 

jSanbelsffanb,  ®cr,  oon  9^ed)f5antDQll 
Dr.  jur.  Sruno  Springer  in  ßeipjig. 
(fwufmann,  ^ed)t5h.  Sb.  2.)  3lr.  545. 

JSanbelswefen»  iDas»  oon  ©el;.  Ober« 
regierungsrat  Dr,  9Bill),  ßeris,  ^ro« 
feffor  an  ber  llnioerfität  ©öffingen, 
I:  2)05  iSanbelsperfonal  unb  ber 
QBarenl)anbeI,    91r.  296. 

II:  2)i^  effefifenbörfe  unb  blc  iit- 

nerc  ßanbelspolitifi.    91r.  297. 

Süanbfeuerrooffen»  3)ie  C^nfwichlung 
ber,  feit  ber  SUiffe  bes  19,  3at)r. 
bunberfs  unb  i^r  l)cufiger  6fanb  oon 
©,  IBräobch,  ßaupfmann  unb  Äom- 
pagniedjef  im  Gnfanfcric-^egim,  grei- 
bcrr  ftiller  oon  ©ärtringen  (4.  "pofen- 
fdjes)  9k.  59  in  6oIbau.  OHif  21  m. 
Wlbungen.    9]r.  366. 
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fiarmoniele^re  doh  91.  ßolm.  3nit 
Dielen  ^lofenbcifpielen.    Sir.  120, 

^artmonn  oon  3Iue,  !ZBoIfrom  oon 
(i^d)enbad)  unb  ®offfried  oon 
@iragburg.  Slusioal)!  aus  bem  t)öfi. 
f^cn  (Spo5  mit  5lninerhungen  unb 
2Cörferbud)  oon  Dr.  S\.  QJkrolb,  "^Sro- 
feffor  am  S\öniälid)en  gricbrid)5hol- 
Icglum  311  S\önig5berg  i.  ^r.    IRr.  22. 

Siav^er  Coche,  girntffe  oon  Dr. 
S\axl  Sraun  in  Serlin.  (2)ic  geffc 
unb  Öle  111  )    mv.  337. 

SSaupfliferafuren,  2)ie»  6.  Orients 
D.  Dr.  <m.  ßaberlanbf,  qJrlDatboj.  a. 
b.  UniDcrf.  2Bien.  I.  II.  91r.  162.  163. 

Sitbticuqcy  2)fc,  i\)xe  fionffruhtion  u. 
Sered)nung  oon  3ng.  'Prof.  Hermann 
QCilba,  23remen.  m.  399  21bb.  «Hr.  414. 

^ieeresorganifafion,  S)te  C^nltoicft» 
lung  öcr,  feif  (Sinfü^rung  bcr  ftel)cn- 
bcn  ßeerc  oon  Otto  5ieuf($Icr,  Haupt- 
mann u.  33alferie(l)cf  in  Ulm.  I :  ©e- 
f(Öid)tl.  enfmidUung  bis  äum  5Ju5- 
gange  b.  19.  Sa^r^.    «nr.  552. 

JSeijung  u.  Qüftung  d.  3ng.  Soljannes 
Körting  in  Süffelborf.  1 :  2)as  2Befen 
unb  btc  33cred)nung  ber  Äeijungs-  unb 
Cüftungsanlagen.  9Kit  34  gig.  «Hr  .^42. 

II:®ic  aiu5füt)rung  b. ßcijungs- u. 

Cüftungsanlagc.  5]]itl91gig.  ?lr.343. 

SSeffen.  ßandeshunöe  öcs  ®rob« 
berjogfunts  JScffen»  bcv  ^rooin) 
»effensSlaffon  unö  des  gürftcn« 
fnms  Tßttlbeäi  con  'prof.  Dr.  ©corg 
©reim  in  Sarmftabt.  9Kit  13  Slb- 
bilbungen  unb  1  Siartc.    9tr.  376. 

fiieroglnpQen  oon  ©et).  7?egler.»2?af 
Dr.  51b.  Grman,  "Prof.  an  bcr  Uni- 
oerfifot  Serlin.    Sir.  608. 

JSod^fponnungsfe^nih  oon  Dr.-Sng. 
Sk.  Stfd)er  in  in  wamburg-Sergcborf. 
9Kit  Dielen  giguren.    ^r.  609. 

fiol^^^as.  9Iufbau,  eigenfd)affcn  u.  Q3er. 
roenbung  d.  Sngen.  "prof.  iöermann 
«IBilbo  in  Bremen.  <}U.3321bb.  a]r.459. 

Aoiels.  ®affl)aufer  nn5  Siolels  Don 
9lrd)ilchf  miajc  2Böt)ler  in  ®üf|elborf. 
I :  Sie  Seftanbfeile  u.  b.  Sinrid)tung  b. 
©aftl)aufe5.  SRit  70  giguren.  <nr.525. 

II:  2)ie  Der|d)iebcncn  3Irten  D.  ©aft- 

^ufern.    «fflit  82  gigurcn.    Sir.  526. 

SytfbvauUh  oon  IB.  ßauber,  ©tpl.-Sng. 
in  etuftgart.    9Hit  44  gig.    9lr.  397. 

ü^gicne  des  (5fä2>febous,  ^ie>  oon 
$rofcffor  i5.  (S.\)r.  9lufebaum  in  iöan- 
noDcr.  QKit  30  mbilbungcn.  3tr.  348. 


JS^giene  5.  ^obnungsioefens,  2)le,      ] 

Don  ^rof.  ß.  ^\)v.  5Tufebaum  in  ßan-       ] 
noDcr.   5nit  5  «Jlbbilbungen.    5]r.  363. 

Oberif^e  ^Salbinfel.   Candeshunde       ] 
der  Oberif^en  iSolbinfcI  oon  Dr. 
griö  ^cgel.'Prof .  a.  b.  Unio.  2üür5burg.       i 
9Kit  8  ^ärfd)cn  u.  8  Slbb.  im  2cjt  unb       ; 
1  fiartc  in  garbcnbrudu    5]r.  235.  l 

Onbifcf^e  ^eligionsgefchicl^ie  d.  ^rof .       j 
Dr.  ebmunb  Äarbi).    mr.  83. 

Ondogerman.  (Spra^toiffenf^off  d. 
Dr.  'R.  SUeringcr,  "^Srofeffor  an  ber 
Uniücrj.  ©raj.    5Kit  1  Safel.   ^t.  59.        ! 

Onbuftrielle  u,  getDerblici^e  kaufen  < 
(6pctd)er,  Cagcrt)äujer  unb  gabrihen)  j 
Don  Slrdjtietit  fieinrid)  Saljmann  in  1 
©üflelborf.  I :  ^Illgemeines  über  5ln= 
läge  unb  fionflruhlion  ber  inbuftriellen  j 
unb  geroerblijien  23aufen.    Q]r.  511.  l 

II :    Speidjer    unb     2ager^äu[cr.        1 

<mit  123  giguren.    5k.  512. 

Onfehftonshranhf^eilen»   ISie^   unb       \ 
i^rc  Q3cd)üfung  Don  Stabsorst  Dr. 
2B.  ßoffmann    in   Berlin.     52]it    12        : 
Dom  53erfa(jer  gejeidjnefen  5lbbilbung.        ; 
unb  einer  gicbertafel.    9lr.  327.  '\ 

Onfeftfen.    Sos  Sierreic^  V:  On= 
felifen  oon  Dr.  3.  ©rofe  in  «Neapel 
(etaätonc   3oologica).    3Rit   56  2Ib-       i 
bilbungen.    «Hr.  594.  1 

Onffrumenf entehre  d.  OTuphbir.  granj 
QKaper^off  i.e:i)emniö.  1 :  2ejt.  <nr.437.        i 

II :  5IotenbeifplcIc.    «Hr.  438.  i 

Oniegralrechnung     oon    Dr.   griebr. 
3unher,  9tehtor  bes  ^eolgpmnafiums 
unb  ber  OberreaI}d)ule  in  ©öppingen.       { 
9Rit  89  giguren.    <nr.  88. 

—  Slcpcfiforium  unb  Slufgoben« 
fammlung  jur  Onfegralred^nung 
Don  Dr.  griebric^  Sunher,  ^ehtor  bes 
?lcalgpmnafium5  u.  b.  Obcrrealjd)ule 
In  ©öppingen.   <ffiit  52  gig.    5k.  147.        ; 

Ofrael.   ©efdyi^fe  Ofraels  bis  auf 
bie  griec^ifcQe  3cif  oon  Lic.  Dr.       \ 
3.  SSenjiuger.    5lr.  231.  ] 

9fanenif(l)e  ^onbelshorrefponbenj 
Don    "Profcffor    5lIberto    be    23eaur, 
Obcrletircr  am  fiönigl.  3nftitut  6.  6.        ' 
Slnnunjiata  in  glorens.    5]r.  219.  ] 

Ofolienifc^e  Qiferafurgefd^ic^fe  dou 
Dr,  üarl  53ofeler,  ^profelfor  an  ber 
Untoerfität  9nünd)en.    5lr.  125.  i 

5laIhuIalion>  !Die.  im  !tSafd)inenbau 
Don  Sngenieur  «.  33etl)mann ,  Sojenl       ' 
am  3;ed)nihum  51Itcnburg.    5Hit  63  51b'       j 
bilbungen.    fHr.  486.  : 
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^aUcntofcfjIneit.  ®lc  fljcrmoöijno» 
m{fcl)cn  CSrunöIagcn  öcr  2Uör* 
mchrafl»     unö    ilöacjnafd)fRcn 

Don  On.  'Tlöttinger,  ©iplom=5«genieiir 
in  52knn^cim.     SlJit  73  gig.     <Hr.2. 

^omerun.  Sie  öcuffcFjcn  5loIonteu 
I:  Sogo  unb  Siamctun  doii  "^^rof. 
Dr.  fiarl  Sooe.  5'Jil  16  2afeln  unö 
einer  liibogrQpl)ifct)en  5\arle.    <nr.  441. 

5tana!'  und  (cc^Icufen{>au  oon  ?le- 
gienmgsbaumeiiter  Olto  "Kappolb  in 
euilfgart,    OTit  78  5lbbilb.    Q]r.  585. 

üanf,  Gtnttianuel.  (©efd)id)le  ö.  '^Jbüo- 
[opbie  Sonb  5)  uon  Dr.  Q3runo  53auc^, 
IJrof.  a.  b.  UniD.  Scna.     QJr.  536. 

itarfeU  unö  Sruf!  d.  Dr.  6. 2:|d)ierfd)ho 
in  ®fi|ieIborf.    5lr.  522. 

Aarfenhunöe    oon    Dr.    9n.    ©roll, 

Aarfograpl)  in  Serlin.    2  Sänbcl)en. 

I:   Sic   ^Projchtionen.     QZlit   53  gt> 

guren.    9]r.  30. 
II:   Ser   S\ar{eninl)alt    unb    bas 

SUclien    auf   Glorien.      OTif    36   gi- 

guren.    ^r.  599. 

^aufmännifd^eSlccf^fsfiunde.  I:Sas 

2Bed)felu3e)cn    oon   ^cd)t5anrüQll   Dr. 

Q^ubolf  <nbn)C5  in  Ccipjig.    <Jk.  103. 

—  II :  ©er  finnbelsiianb  d.  7icd)l5anu).Dr. 

jur.  Sruno  6pringcr,  Geip^ig.  tj]r.545. 

Aaufmönnifc{)e5  ^cc^nen  oon  <Prof. 
<Rid)arb  3ufl,  Oberlel)rer  a:  b.  Öffcnfl. 
ßanbelsle^ranftall  b.  ©resbener  ^auf- 
mannfd).  1.  11.  lli.  <nr.  139.  140.  187. 

^eramifd^e  OnDuffrie.  2)ie  Gn* 
dufirie  der  eilihofe,  öcr  hünff» 
(tcf)en  Bouff  eine  und  5es  Sllörtels 

Don  Dr.  ©uflao  Qiauler.  I :  ©las-  u. 
hcram.  Snbuf.'ric.  9R.  12Iaf.  5lr.  233. 

^er3e»fal>rthaiion.  2>ie  (Sctfcns 
fabrthalion»  die  @cifcnana(i)jc 
unö   öle  Äicrjcnfabiihaflon  oon 

Dr.  ^ürl  23raun  in  Serlin.  (Sic  gelte 
u.  Öle  11.)    «mit  25  2lbbilb.    Qlr.  336. 

^taulfc^ou.  Sie  öeulfd).  5loIonien 
11 :  5)05  ©üöfcegcblef  unö  Sxiau» 
!fd)ou  Don  'Prof.  Dr.  S\.  ©odc.  92Ut 
16  2af.  u.  1  litt)ogr.  fiarte.    mr.  520. 

üinemaiih  oon  2)ipl.-3ng.  iSans 'Polfler, 
Slffiftent  an  ber  figl.  2ed)n.  ßcd)fd)ulc 
©reiben.    93]it  76  Slbbilb.    3]r.  584. 


illrr^enrcd)!  con  Dr.  g.  6ebling,  orb. 

13rof.  b.  "^Jcdjte  in  Grlangcn.    5^r.  377. 

iillmahuuöe  I:  5lllgei:ieine  filima- 
lcl)re  DDU  "prcfctior  Dr.  ^B.  Aöppen, 
9]JeteDroIop,e  ber  cccusarte  Äamburq. 
mi  7  Sof.  unb  2  gigurcn.    <3k.  114. 

Äolonialgefc^iff)!c  von  Dr.  ©icfricft 
6d)äfer,  'profeffor  ber  ©ejdiid)lc  an 
ber  llniüerfität  "Berlin.    OJr.  156. 

ÄoJonialrcf^!,  Scutfdjcs,  Don  Dr. 
i5.  Gbler  Don  ijoifmann,  ^rofeffor 
an  ber  Sgl.  2lhabeniie  'Pofen.  '■Rr.  318. 

jlometen.  Slftronomic.  ©röpe,  5}c. 
ujegung  unb  Entfernung  ber  Äimmels- 
hörper  oon  31.  g.  OTöbius,  neu  bear- 
beitet Don  Dr.  ßcrm.  i\obolb,  IJi^ofeiiDr 
an  ber  Unioerfitat  fiiel.  II :  nonielcn, 
WJeteore  unb  bas  Sternji)ftem.  GRit 
15  giguren  u.  2  6ternUartcn.  51r.  529. 

5iommunaIe  2ÖJrlfd)off£|jfIcgc  oon 
Dr.  «Jllfons  ^iefe,  9i]agiflrat5üJic[ior 
in  Berlin.    Tir.  534. 

AompofUionslel^re.  5Iiufihalifd)c  gor. 
menlel)re  oon  Slcpl)an  5\rel)l.  I.  II. 
9Uit  Diel.  5blenbeifpiel.  5Jr.  149,  150. 

Aoniropunhf.  ©ie  Ce^rc  oon  ber  felb- 
flönbigen  Stinnnfül)rung  oon  6tept>an 
firel)l  in  ßeipjig.    ^h.  390. 

^ontroUtoefen»  Sas  ogriltulfur' 
d)emlfc^e,  oon  Dr.  ^aul  Ärifc^c  In 
eeopolb5t)all.6tahfurt.    «Hr.  304. 

5looröinaf  enf  i)ff  eme  o.  'Paul  S.  glfdjer, 
Oberlel)rer  an  ber  Oberrealfd)ule  ju 
©rofe-eiditerfelbe.  OTifSgig.  31r.507. 

ilörpert  Ser  menfd)ncl)e,  fein  'Ben 
unö  feine  ^'äftghelten  oon  d. 
Q^ebmann,  Oberfd)ulrat  in  fiarlsru^e. 
93iit  ©C|unbt)eit5let)re  oon  Dr.  med. «. 
6eiler.  QKit  47  3Ibb.  u.  1  Za\.  3]r.  18. 

^offenanfd;Iag  fiebc:  'Beranldjlagcn. 

^ricgsfd)iffbau.  Sie  C^nlroidtlung 
öea  6^.ric<j5fd)lffboue5  vom  SU» 
fcrlum  bis  jur  Slcujelf.  'Ben 
Sjarb  6d)aiarA,  ©el).  Warinebaur.  u. 
6d)ifrbau-©ireh!or.  1.2eil:  ©as  3eif- 
aifer  ber  2^uberfd)iffe  u.  ber  6eöc!. 
fd)ifie  für  bie  S\rieg5fül)rung  jur  Qtt 
Dom  «aitcrtuni  b.  1840.  5Kit  32  Sib- 
bilbunqcn.    <JIr.  471. 

II.  Seil:  ©a5  3eitallcr  ber  ©ampf- 

fd)ifte  für  bie  S\rieg5fül)rung  jur  6ce 
Don  1840  bis  ,vir  iJieu^eit.  W\l  81 
<ybbilbungen.    mr.  472. 

^riegsmefens,  ©efcl)id)!e  öes,  oon 
Ü!.  (Smil  ©aniels  in  23crlin.  I:  ©as 
oniihe  S^rieflsroefen.    5]r.  488. 
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^rlcgsmcfcns,  ®efcf)icf)fe  J»C5,  oon 

Dr.  emtlSauiels  in  53erlln.  II:  5)05 

mittclQlt.  i^negstuejen.    5]r.  498. 
III :  Sas  firiegäxücfen  5er  ^leusclt. 

(SrRer  Seil.    mv.  518. 
IV :  Sas  Slricgsiüejen  ber  Sleujctf. 

3iucHcr  Seil.    5]r.  537. 
V:  2)05  i^riegsiüefen  bcr  Sleiijeit. 

©riiler  Seil.    5h-.  568. 
Sirmallostapffie  con  Dr.  7B.  Snil)n5, 

"prüf,  on  öcr  23ergahaLemie  C£Iaii5ll)ül, 

iffiit  190  5üibilbuiigen.    Q]r.  210. 
Gudrun  un5  Stefrtc^epen.   '^it  Sin« 

Icttung  «nb  QBörterbud)  üon  ür.  O. 

2.   Siricjeh,   ^rofefjor  an   5er  Unl- 

Derfität  'IBürjburg.    «Hr.  10. 
Jlulfur»  ^ie^  der  S\enatffance.   ®e< 

fiJhing,  gorjd)ung,  2)id)lung  Don  Dr. 

Q^oberf  [i  5lrnDlb,  "^^lofeflor  an  5er 

UniDerfitäf  QBicn.    <}]r.  189. 
Äuliurgcfcljtcijic,  ®cuJfc{)C,  Don  Dr. 

Qicin^.  ©ünf^er.    Q]r.  56. 
^uroendishuffion.        2lfgcbraf[c;)e 

Funsen  Don  Sugen  Seufcl,  Oberrcal« 

lel)rer  in  Q3Qil)ingen=Sn3.    I :  Siurncn- 

biehuffion.  m.  57  gig.  i.  Sejf.  Qk.  435. 
5lur3fc^ri|t  {iebe:  6tenograpl)ie. 
ÄüfienarfiHciie.    Sie  enftulchlung 

6cr  ©c^iffss  anö  ÄüflenarüHcrse 

bis  jur  ©egetttoart  d.  ^oiT.eücn- 

hapiSän   ßuning.     Wü  5lbbilbungen 

unb  SobeKen.  2er.  606. 
Coche*   Äorje,  Caäte»  girniffc  oon 

Dr.  Äorl   23raun    in   Serltn.     (Sie 

geffe  unb  Öle  Hl)    «Hr.  337. 
Cager^äufer.  Gnöuftrielle  unb  ge» 

tDerbUc(}e3au!ett.  (Speid^er,  ßoger- 

^äiijer  u.  gabrihcn)  oon  ?Ird)i!eU[  ftcin- 

rid)  6al3n',ann,  Siiffelbovf.  II:  6peid)er 

u.  2ager];)äufer.  5Uitl23gig.  5k.512. 
ßSnder-  und  ^Z^clUernamen  Don  Dr. 

<Rubolf  ^Icinpaul  in  Ccipjig.  5Jr.  478. 
ßandffrafjenbau   Don  SkqI  Oberlehrer 

21.  ßiebmann,   Sefriebsbirehhjr  a.  ®. 

in  ÜUagbeburg.    QJIit  44  gig.   9]r.598. 
eaaöitJlrlf^afiltcfje    'Betriebslehre 

D.  (£.  Gangcnbedi  in  ©roft-Ci(I)ierfclbe. 

3lr.  227. 
eonbtoirffcf^afflic^en       SHafcf^inen» 

2)ic,  Don  5\arl  2Ba![l)er,  SipIom=3n- 

?enieur  in  <niannl)eim.     3  ^änbd)en. 
mt  Dielen  ^fobilbgn.    Tlr.  407—409. 
ßcleinifc^c   ®ratnmalih.     (Srunbrift 
5er  lafeinifd)en  6pradi!ol)rc  oon  "^Jrof. 
Dr.  'm.  Q3ol[d)  in  migbeburg.   <Hr.  82. 


Qofeinif^e  Sproj^e.  ®efc^icl)te  ber 
lafeittifcbett    ©pradjc    oon    Dr. 

griebrid)  totolj,  'Profeffor  an  5er  Uni- 
Derfifäf  Snnsbnidi.    <}lr.  492. 

ßicftf.  3;becreftfcI)C'53^i)ftft  Il.iJcU: 
QicJ)l  iinö  QBärme.  53on  Dr.  ©uft. 
Säger,  ^vo\.  an  ber  !led)nifd)cn  ßod)- 
fd)ule  in  "Kien.    «Slit  47  2!bb.    5tr.  77. 

CogarU^mcn.  23ierfleIIige  Sofcln  unb 
föegentafeln  für  lDgarit^mijci)e5  unb 
IrigonomctrifAes  9kc!>nen  in  siuci  gar- 
ben  jiiiammengefteüf  uon  Dr.  iSermonn 
6d)ubert.  "iJrof.  an  ber  ®cle^rlenfd)ule 
bes  Sobanneum5  in  Hamburg,  ^x.  81. 

—  SJünffleUlgc,  oon  <53rofeffor  9Iugu[l 
Slbler ,  ©irehtor  ber  h.  h.  ofaafsobcr- 
reolfd)uIe  in  QBicn.    Qk.  423. 

ßogih.    $fi)c^o{ogie  unb  Qog!ft  jur 

(SiRfillH'ung   in  bie  <pif^:Iofop!^ic 

Don    'Profefjor    Dr.    S^.   (£l}en6an5. 

3Uif  13  giguren.    3]r.  14. 
ßohotnolioen.   ^ifenba^nfa^rseuge 

Don  ß.  ßinnenll^ol.  I:  Sie  CohomoÜDen. 

9Rit  89  2Ibb.  Im  2ejt  u.  2  Xal  mr.  107. 
ßofljringcn.  ©efd)i^feßol^r{ngen5 

Don  l^r.  Äermonn  5)crid)5U)eiIer,  (Beb. 

^^egierungsral  in  Sfrafsburg.     2]r.  6. 

—  ßonbcshunöc  ».  eiJaft»fioi^ring. 
D.'prcf.  Dr.  ^\.  GangenbeAi.  öfrafeburg 
i.e.  «ffiit  11  <Mbb.  u.  1  Slarte.  5lr.  215. 

ßiJfro^rprobicrhunbe.  QuoKIafiot 
3{na(i)fe  mit  iSilfe  bes  ßötrof)r& 
Don  Dl .  5Kartin  ßenglein  in  greiberg 
l,  6a.    «mit  10  giguren.    «Hr.  483. 

ßfibech.  Qanbeshunbc  ber  ©rofe» 
hcrsoglümer  Silcclilcnburg  u.  bcr 
Srcten  «.  Sanfcffadt  Qübeäi  oon 
Dr.  6eba!b6d)mar5,  SMrchtor  b.  ??cal. 
fd)ule  3um  Som  In  ßübedi.  3Klt  17 
aibbilbungen  unb  Carlen  im  Sejt  unb 
1  lill)cgrapt)ifd)en  5\nrte.    ^v.  487. 

ßufts  unb  3Reerei»firömungett  oon 
Dr.  grans  6d)ul3e,  ©ircktor  ber 
9larifiQtion5fd)ulc  ju  CübeA.  5Hi! 
27  Slbbilbungen  u.  Süfeln.     3lr.  551. 

ßiiftung.  ßeijung  «nb  ßüftung  oon 
Sngenieur  5ol)anne5  Körting  in  SüfieU 
borf.  I:  ©05  2Befen  unb  bie  Se- 
red)nung  bcr  fieisunqs-  unb  ßüftungs- 
onlogen.    ffiil  34  giguren.    «Hr.  342. 

11:  Sie  yusfü^ruug  5cr  Äeijungs- 

un5  Cüflungoonlogen.  92211  191  gU 
Qurcn.    5ir.  343, 
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Ouf6er>  Snarlin,  u.  Shom.  SHurner. 

2uj5gctDäl)It  iinb  mit  (sinleihingen  iinb 
5Inmerhungen  Derfet)eii  dou  '^Jrof.  ©. 
33crlit,  Oberlehrer  am  QUhoIaigpmna. 
flum  3U  ßeipßig.    ^\r.  7. 

Sßognef ismus .  lS:^eoreft)cI)e  ^^9» 
ffh  Ill.Seil:  C^lcltfnjifäf  lu  SHag« 
nefismus.  ^on  Dr.  ©uftoD  Säger, 
'Profefjor  an  ber  2c*uiid)en  ßod)j(iiilc 
2Bicn.  Sl^if  33  2Ibbilbungen.   <3]r.  78. 

StSIjerei.  *3rauereitoefen  1:  VSläU 
jercl  Don  Dr.  <JS.  ®reDerl)oft,  3)irehfor 
öer  öjfcntl.  u.  1. 6äd)f.  ^erfud)5ftat.  für 
Sraitcrci  u.  Olläljerei,  |oa).  b.  Srouer- 
unb  93Jäl3_erfcl)ulc  ju  ©rinima.  13]r.  303. 

9nofchinen&au,  !Sie  ^alhulofion  im> 
D.  5ng.  i5.  Sef^mann,  ©03.  a.  2ed)nih. 
^Ücnburg.    ffiif  63  Slbbilb.    9k.  486. 

—  2>ie  Sßatcriolien  {>es  SHafc^inctts 
baues  und  der  <£lchfrofed|nift 
Don  Sngcnieur  'Prof.  ßermann  QBilba. 
mn  3  mb.    mr.  476. 

9ßafci)inene{cmenle,  !Die.  ^urjge» 
fafefcö  ßel)rbucf)  mit  33eifptelen  für  bas 
öelbftfiubium  unb  bcn  prahtiiii)cn  ®e- 
braud)  oon  gr.  Sarf^ ,  Obcriiigenieur 
In  !nürnberfl.  <mit  86  giguren.  Q]r.  3. 

Don  3ng.  ^id).  6d)iffner  in  ^arm« 
bnmn.  I:  ©runbbegriffc,  (£infad)c 
921afd)inenfcilebi5  311  bcn  5^iippclungcn. 
mn  60  2afeln.    ^r.  589. 

II :  Cager,  Q^iemen-  it.  6eilfd)clben, 

3al)nrQber,  i\oIben-'piimpe.  92Uf  51 
lafeln.    mr.  590. 

9&obona(t)fe  oon  Dr.  Offo  'Köl)m  in 
2)armfkibf.   Wü  14  giguren.  <J?r.  221. 

9Sab*>  9nün5=  nit5  ®etuicI)l&tDefen 
Don  Dr.  <JIiigiift  Slinb,  'profeffor  an 
bcr  ßanbel5fd)ule  in  fiöln.    <}]r.  283. 

flSaferialprüfungstoefen.  einfü^rung 
in  b.  mob.  2ed)nih  b.  517a(crta[prüfuag 
Don  S\.  Temmler,  2)iploni'5ngeniciir, 
ftänb.  ffiitarbeiler  a.  5\gl.  OTaterial- 
^Jrüfungsamlc  3U  ®roft-2id)tcrfelbe. 
I:  9Katerialeigenfd)affen.  —  g^^^'9' 
hcii5t)crfud)e.  —  ßilfsmiitcl  für  geftig- 
&elt5Dcrfud)e.    9Ilit  58  gig.    «Hr.  311. 

—  —  II:  ffljeiallprüfung  u.  Prüfung  oon 
ßilfsmaterialicn  bes  9Ka|d)incnbaue5. 
—  Saumaferiolprüfung.  —  "ipapier- 
prüfung.  —  6d)miermiticlprüfung.  — 
einiges  über  9]JetaHograpl)ie.  OTif 
31  giguren.     ?lr.  312. 


Snaf^emofih,   Cßefc^id^fe   5er,  oon 

Dr.  51.  6hirm.  ^rofeffor  am  Obcr- 
gpmnüfium  in  6eilenftc»en.    9lr.  226. 

!inoi^emaiifcf}e  Sorntelfammlung  u. 

^^epetitorium  ber  5Katl)ematih,  entl),  bie 
tDid)ligffcn  gormein  unb  ßeljrfä^e  bcr 
5Iritt)metih ,  Algebra ,  algebralfcbcn 
21nalpfi5,  ebenen  ©comefrie,  6{ereo- 
mefrie,  ebenen  unb  fpl)äritd)en  2rigo- 
nomelrie,  maf^.  ©eograp^ic,  anolpt. 
©eomefrie  ber  (Sbene  u.  b.  9^aume5,  bcr 
©ifferent.-  u.  5nlegralred)n.  oon  O.Z\). 
Sürhien ,  'Prof.  am  5^al.  2tealgpmn.  In 
6cb.=©niünb.  5nif  18  giguren.  5]r.  51. 

SRaurer»    und   6Ie{n^ouerortieiIen 

Don  "prof.  Dr.  phil.  unb  S)r.-3ngcn. 
fibuarb  6d)mi»  in  Sarmffabf.  3  Sönb. 
*en.  Snit  Dielen  mbilb.  «Hr.  419— 421- 

Sne^onih.  S^eoref.  <p^i)fih  I-  Seil: 
Sue^anih  unb  Sihuffih.  Q3on  Dr. 
©uft.  Säger,  'profcffor  an  ber  lec^- 
nifd)en  ßod)fd)uIe  in  Tüien.  SJIil  19  Slb- 
bilbungen.    *nr.  76. 

VSHetfjani^the  S^ecf^nologie  oon  ®e^. 

ßofraf  <profef!or  ?l.  CübiAc  in  Sraun- 
2  -Bänbdjcn.    ««r.  340,  341. 


SSechlenburg.  Canöeshnnöe  5er 
®ro{]^cr5ogiümer  Sncdtlenburg 
u.  5er  i^reten  n.  5Sanfeiio5t  Qfi< 
5ech D.  Dr.6cbalb 6d)U)ar3,  ©irehtor  b. 
2icalfd}ule  3um  ®om  in  ßübe*.  5Ilit  17 
Slbbilbungen  im  2cjt,  16  2afeln  unb 
1  i^artc  in  Cil^ograp^ic.    5lr.  487. 

SSecblenburgifc^e     ©efchfd)lc    oon 

OberIeI)rer  Otto  Q3ifenfe  inTleubranben- 
bürg  i.  921.  mr.  610. 
9neere5liun5e,  ^^i)fifcl)e>  oon  'pro« 
fcffor  Dr.  ©crljarb  6d)off,  Qlbfeilungs- 
Dorftel)er  bei  ber  2)eu{jd)en  6eea)arte 
tn  ßaniburg.  QJlit  39  «Mbbilbungcn 
tm  lejt  unb  8  Safein.    5Jr.  112. 

üneeresfiromungen.       Cuf^'     **n5 

töleereslfrömungen  d.  Dr.  gronj 
6d)ul3C,  ®ir.  ber  5(ariigafion5fd)ule  ju 
ßübe*.  9nit  27  Qlbbilbungen  u.  a;afeln. 
<nr.  551. 
9nenfcf)nd)e  jlorper,  !2)cr,  fein  ^Bau 
un5  feine  2:öf  ig  heilen  oon®.  Q^cb- 
mann,  Oberfd)ulrat  in  i^arlsru^e.  9Kit 
©efunb^eifsle^rc  o.  Dr.med.Ä.6elIcr. 
mm  47  5lbbilb.  unb  1  lafel.  «Hr.  18. 
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SnefoIIograp^te.  SKur^e,  9emeinfafelid)e 
©arftellung  ber  ße^rc  Don  ben  9Ue= 
fallen  unb  it)reu  ßcgierungen  unter  be» 
jonberer  Q3crüdifid)figung  ber  QKefaü- 
niihrofhopie  Don  <prof .  ®.  ßcpn  u.  ^rof. 
0.  23auer  am  S\qI.  OKaterialprüfungs- 
amf  (©r.=2id)tcrfelbe)  ber  SkqI.  2ec6n. 
ßod)fd)uIe  3u  Serlin.  I :  Ülllgem.  Seil. 
Wü  45  Ülbbilbungcn  im  Sejt  u.  5  Cid)!- 
bilbern  auf  3  Safcin.    <nr.  432. 

II :  6pc3icner  Seil.   Wü  49  9lbb. 

im3:ejtu.37ßid)fb.aufl93;af.<nr.433. 

SRefallurgie  Don  Dr.  ^ugujt  ®eih, 
in  ^riftiansyanb  (Slorroegen).  1.  II. 
<mit  21  giguren.    5k.  313,  314. 

Snefeore.  3(ffronomie.  ©röfee,  33c. 
tuegung  unb  Snffernung  ber  iöimmels- 
hörper  Don  51.  g.  5Jlöbiu5,  neu  bear- 
beitet Don  Dr.  iöerm.  ßobolb,  *Prof. 
an  ber  UniDerjitäl  ^\el  II :  fiometen, 
5]lefeorc  unb  bas  6ternfpftem.  QKit 
15  giguren  u.  2  6terntiarten.   5]r.  529. 

Sneleorologie  oon  Dr.  533.  Erobert, 
•profeffor  an  ber  Unioerfität  5!Bien. 
5]?it  49  51bbilb.  u.  7  Safein.  5lr.  54. 

Sniliiärffrafrec^t  oon  Dr.  5Kaj  (Srnft 
5Kai)er,  'profeffor  an  ber  Unioerfitäl 
etrafeburg  t.  e.  2Sbe.   31r.371,372. 

Sßineralogie  oon  ©el).  Sergrat  Dr. 
"R.  Srauns,  «Prof.  an  ber  ÜniDcrfität 
Sonn.    5nit  132  5lbbilb.    5^r.  29. 

SQinnefong  unö  @pruc^5id)fttng. 
TBallf^et  oott  der  QSogeltoeide  rnif 
Slustoai)!  Otts  ÜSinnefang  und 
Spvnd)bidilunq,  Wü  5Inmerltungen 
u.  einem  5Börterb.  d.  O.  ©ünttcr,  *prof. 
an  ber  Oberrealfc^ulc  unb  an  b.  ledjn. 
ßod)fd)uIe  in  Stuttgart.    5]r.  23. 

!in{ffen)ocf)6ettffcf).  ®icf)fungen  aus 
miffel^o(I)öeuifd)er  Sräf^jeii.  5n 
5Iu5tDal)I  mit  Einleitung  unb  5Börtcr- 
buc^  herausgegeben  dou  Dr,  ßermann 
Sanken,  Sirehtor  ber  S^önigin  Cuife. 
6d)ule  in  Siönigsbcrg  i.  '^x.    9lr.  137. 

SDHtel^od^deutf  cf)e®rammaf  ih.  ©er 
Ülibelunge  9161  in  Slusroa^I  un5 
miffel^od^öeutf  cf^e  ©rammaf  ih  m. 
hurjem  5[Börterbud)  v.  Dr.  533.  (Soltber, 
<Prof.  0.  b.  UntDcrfitäf  5^ofto*.  5]r.  1. 

SSorgenlanö.  ®efcf)icf)fe  des  alfcn 
ÜSorgenlandes  oon  Dr.  gr.  ßommel, 
*Profe|for  an  ber  Unioerfität  5Kiind)en. 
mü  9  Silbern  unb  1  5\arte.  5]r.  43. 

9Sorp^oIogie  u.  Organogrop^ie  0er 
^flonjen  oon  «Prof.  Dr.  m.  Siorb- 
|>aufeni.i\icl.  «m.l2351bbilb.  3ir.l41. 


Snorfel.  2){e  Onduftrie  5er  hfinjff* 
tieften  3auffetne  und  des  3ßdr<^ 
Icis  D.  Dr.  ©.  5^auter  in  Charlotten- 
bürg.    5Ril  12  Safein.    5lr.  234. 

Snundarfen»  ®lc  deuff^en,  o.  ^tc^\. 
Dr.  ß.  5iei5  in  SKainj.    5Ir.  605. 

SHundorien»  <piaf<deuffc^e«  Don  Dr. 
iSuberf  ©rimme,  "Profeffor  an  ber 
UniDerfitöl  9Künfler  i.  533.     2lr.  461. 

Snünjwefen.  Maji^^  Sßünjs  u.  ©e* 
n)icf)f  sraefen  o.Dr.  5lug.  Slinb,  "Prof. 
a.  b.  i5anbel5fd)ule  in  S\'6[n.   9lr.  283. 

9ßurner>  Stomas.  SRarfin  Öul^er 
und  2;^otttas  SQurner.  5Iu5gc- 
U3ät)lt  u.  m.  (Einleitungen  u.  Slnmerh. 
Derfet)en  oon  "Prof.  ©.  Serlit,  Ofaerl. 
am  5]iholaigpmn.  ju  ßeipsig.    5^r.  7. 

9ßufih,  ®  ef  d)icl)f  e  der  allen  u.miflel« 
alferlic^en^  oon  Dr.  51.  5Köt)ler  in 
etein^aufeen.  2  Sbd).  531.  3at)lr.  5Ibb. 
uub  52lufihbeilagen.  53r.  121  unb  347. 

Sßnfiftaafi^e  Slhuftih  oon  "^irofcffor 
Dr.  S\atl  ß.  6d)äfer  in  Serlin.  WM 
35  SQbbilbungen.    53r.  21. 

Snufihalifc^e  Formenlehre  (^ont- 

rofUionsIe^re)  dou  6tept)an  firebl. 
II  531itDiel.5Jotenbeifp.  5Ir.l49,15C. 
anufthäff^elift  Don  Dr.  i\arl  ©runsfei) 

in  etuttgart.    51r.  344. 
anuf  Ihgef  ^ic^le  des  17.  und  18.  Oa^r- 

bunderfs  oon  Dr.  S\.  ©runshi)  in 

Stuttgart.    53r.  239. 
Snufthgefc^i^fe  feü  ^Beginn  des  19. 

GabrOunderfs  oon  Dr.  Sk.  ©runshc 

in  etuttgart.    I.  II.    5]r.  164.  165. 
Snufthle^re,  SlUgemeine»  Don6teptKir. 

fire^I  in  ßeipjig.    53r.  220. 
9lade(pl3er»  Sie,  oon  Dr.  g.  533. 

Sieger,  "profeffor  an   ber  5^i5niglid)cn 

gorffahabemie  ju  Sl)üranbt.    5Kit  85 

51bbilb.,  5Sab.  unb3i\arten.  5?r.355. 
Slabrungsmiffel*    C^rnöbrung  und 

Slahrungsntiflel  oon  Oberftabsaräl 

Frofeffor  ß.  Sifd)off  in  Scrlin.  Wü 
5Ibbilbungen.    5lr.  464. 

Slaufih.  fiurjer  5lbrife  bes  täglich  on 
Sorb  Don  ßanbel5fd)iffen  angcmanbten 
Seils  ber  6d)iffabrt5luinbe.  53on  Dr. 
granj  6d)ul3c,  ©irehfor  b.  53aDigation&. 
6d)ule  3u  ßübcdi.  53].5651bb.  5]r.84. 

91eugr{e^ifcf^=deu(f(^es  &c^pt&dt&' 
budf  mit  befonberer  SerüAfid)tigunj} 
ber  llmgang5fprad)e  oon  Dr.  3ol)anne£ 
S^alitfunahis,  ©ojenf  am  6cminar  für 
Orient.  6prad)c  in  Serlin.    Sflr.  585. 
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fd^m^fe  5e«  19.  ^af)vf)unbetls  con 

OöharOägcr,  o.  ßonorarprof.  a.b.  llniD. 
^nn.  l.Sbd)n.:  1800—1852.  <J]r.216. 

2.  Sänbcl)en:   1853  bis  Snbc  bes 

ia\)ri)imbexl5.    ^r.  217. 

iflcufeffatnenlH^e  3ctfgeiid)ic()fe 
Don  Lic.  Dr.  IB.  eiaexh,  llrof.  a.  ber 
llniD.  in  3cna.  I :  ®er  l)i|torifd)c  itnb 
hulturge5d)icl)flid)e  iöinfergrunb  beo  llr- 
djriftentums.    9nit  3  Sparten.    «JJr.  325. 

II:  ®ie  O^eliciion  be«  Subentums 

im  ßeitalter  b.  Äelleiüsmus  u.  b.  Tlömcr« 
^«rrrfd)aft.  W\l  1  q^lanjhiäs?.  Ilr.  326. 

^idelnnge  3J6l,  ©er,  in  2Iu5ioal)I  unb 
mitfeIt)od)beuticf)c  (örammotih  mit  hur- 
\m  QBörterbud)  Don  Dr.  W.  (Solider, 
^rcfcljor  an  bcr  Unio.  Q^oflc*.  «Hr.  1. 

Sloröifc^e  QiieroturgcfcI^ic{>ie  I:  ®ic 
t5länbifd)e  u.  noriric(iiid5e  Citcvaiur  bcs 
9I}iftclQlfcr5  Don  Dr.QBoifganflOoUbcr, 
^rof .  an  ber  llnioerf.  9ioftoch.  9lr.  254. 

^u^pflanjcn  von  «profelfor  Dr.  3.  53ef)= 
ren5,  Q3or[t.  b.  öiofs^cr^pg!.  lanbifirt- 
i(i)aftlid)en  13er[iici)C'anitaU  5lugui!cn- 
berg.    9IIit  53  gigurcn.    Qk.  123. 

öle.  Sie  Seite  unl>  Öle  foiuie  bie 
6eifen=  u.  f^erjcnfabrihation  u.  b.fiarje, 
Cache,  5ifni|ic  m.  it)ren  u)icl)ligit.  fiilfs- 
ftotfen  Don  Dr.  SÄarlSraun  in  'Berlin.  1  : 
ßinfübr.  in  b.Cljemie,  Sefpred).  einiger 
ealjc  unb  ber  Sctfe  unb  Öle.    Ilt.  335. 

öle  un5  <Hied)ffoffe»  iUtherifiAc, 
0on  Dr.  g.  <KDd)uf(en  in  WiÜx^.  mi 
9  mbilbungen.    9Jr.  446. 

Opüh.  Sinfüf^rung  in  5ic  gcome* 
frifd^e  Oplln  oon  Dr.  13.  ßinric^s 
in  QBiImer5bDrf-53erlin.    ülr.  532. 

OdenIanfd)C  Qflcrafureit.  ©Ic  QU 
feratiiren  Des  Ortenis  oon  Dr  53i. 
ßaberlanbt,  'Prioatbojenl  an  ber  Uni- 
ocrfilät  QBien.  I:  Sie  ßiferaturen 
Oftaficns  unb  Snbicns.    Olr.  162. 

—  —  II:  Sie  ßitcraturcn  ber  '^^eifcr, 
6eniilen    unb  Würben.    <3h-.  163. 

—  0ie  d^rifflid^ett  ßifcralurcn  5cs 
Orienis  Don  Dr.  QInton  53nun!itarh. 
I:  Einleitung.  —  Sas  d)rift[id).araniä- 
lfd)e  u.  b.  hopfi?d)o  6d)rifttuin.  *:h-.527. 

II:  Sas  d)ri|tlid)-arabi[d)e  unb  ba5 

5fhiopl[d)C  6d)riftfuni.  —  Sas  d)riff- 
llc^c  cc^rifitum  ber  ölrmenier  unb 
©eorgler.    <nr.  528. 


Orfsnamen  im  2)euffc^en,  !Die,  i^re 
(JnlBDiAlung  unb  i^re  fierluuift  oon 
Dr.  9iubDlf  5\leinpaul  in  Ccipsig- 
©ol)ll5.    Tir.  573. 

Oftafriho.  (Sic  beutjdjen  S^oloidcn  IUI 
Don  "^Jrof.  Dr.  S\.  Sooe.  TOif  16 
Sofeln  u.  1  Iitl)ogr.  .f\arte.   <31r.  567. 

öffcrrcid).  öflcrrc:d)tfdhc  ©c= 
fd)id)ie  oon  "Prof.  i>r.  öranj  oon 
Sircnes,  neu  beorb.  oon  Dr..^arllll)nr3, 
^rof .  0.  b.  llnio.  (Sraj.  I :  QJon  b.  Ürjci! 
b.  3.  Sobe  Königs  «JUbredifs  II.  (1439). 
9Hit  11  etanimtafeln.    mv.  104. 

II:  5Jom  Sobe  i\önig  21lbred)f5ll. 

bis  3um  'ffiejtf.  5riebcn  (1440—1648). 
9Iiit  3  etomnitafeln.  <3?r.  105. 

—  8an5e5hun5eoonöjicrreid)-Hn' 
gorn  pon  l>r.  Qllfreb  ©lunb,  'Prof. 
an  ber  llnioerfität  "Prag.  *J3]tf  10  2e{f. 
illuftrafioncn  unb   1  f\arle.    9lr;  244. 

Ooiöius  Slafo,  ®tc  saciamorp^ofcn 

öes.    3n  2hi5wal)l  mit  einer  Ciinlcit. 

u.  QJnnierh.  l)erauogcgcb.  üon  Dr.  5ul. 

Bieten  in  granhfurt  a.  m.    «Hr.  442. 
'Pödogogih  im  ©runbri»  mn  ^vüicWox 

Dr.  <2B.  7{ein,  Sirehtor  bes  'Päbagog. 

Seminars  an  ber  llnio.  Sena.    5]r.  12. 

—  ®efd)ic^le  öcr,  uon  Oberlel)rer  Dr. 
Ä.  "iBeimer  in  QBiesbaben.     91r.  145. 

^aläogeogrop^ic.  ©eologifdjc  ©e- 
jd)id)fe  ber  5i]eere  unb  gefHänber  oon 
Dr.  granj  f^offmat  in  ^ien.  QUU  6 
harten,    mi:  406. 

«PoIaoWimoloIogie  oon  Dr.  ^Bil^.  5i. 
ed^arbt  in  Qüeilburg  (Cül)n).  91r.  482. 

^oläonlologic  von  Dr.  QUib.  iSocrnes, 
QJrofejior  an  ber  Uniocrfifät  ©raj. 
yllit  87  Slbbilbungen.    Qlr.  95. 

—  unö  aibflommungslc^rc  oon  Dr. 
5^arl  Siener,  'Profejjor  an  ber  llniDcri. 
Ißicn.    W\l  9  ^Ibbilbungcn.  Olr.  460. 

<Paläffina.  Qondes»  u.  ^BoUtshunbe 
^aliiflinos d.  Lic.  Dr.  ©uftaDi5iJlfd)er 
i.fialle.  5H.8Q3ollbilb.u.li\.  31r.345. 

<ParancIperfpehftoe.  7ied)ttDinhlige 
unb  |d)ic|u)inklige  5ljonometrie  üon 
^Jrofefior  3.  'öonbcrlinn  in  OHünffcr. 
9l>it  121  gigurcn.    Tit.  260. 

<Perfonennamcn,  Sie  5euffd)cn,  oon 
'   Dr.Q^ub.fUeinpaulinßeipjig.  Qlr.422. 

<PeIrogropI)te  Don  Dr.  2D,  Sru^n-j, 
*iJrofeftor  an  ber  Sergahabemie  Glaus- 
l\)aL    '93Jif  15  5lbbilbungen.    Q^r.  173. 

<PfIan3e,  Sie,  ibr  23au  unb  it)r  ßcbcn 
Don  '^Jrofeffor  Dr.  e.  Sennerf.    9Ilit 


96  2lbbilbungen.    9]r.  44. 
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Vflanjenboule^re.  9{cherbou»  und 
3^fIon3ent>onIe^re  Don  Dr.  ^aul 
^ippcrl  in  C£jfen  unb  firnft  Congen- 
be*  in  ©rofe-ßi^tcrfelbc.    3lr.  232. 

<Pf(on3en(>ioIo9ie  oon  Dr.  Iß.  OTiguIa, 
<profc}ior  an  5er  gorffahobemie  Sifc 
nad).  1:  ^Ungemeine  Siologie.  3HU 
43  3lfabilbungcn.    3lr.  127. 

^flanjenernö^rung.  üUgrihuUur« 
d)emic  I:  ^flanjenernöbrung  oon 
Dr.  Siatl  ©rauer,    3^r.  329. 

*Pf(an3engeograp^ic  Don  «profcffor  Dr. 
Cubujig  2)iel5  in  SKorburg  (ßcfjcn). 
mr.  389. 

^flanjenhranh^eifen  oon  Dr.  ferner 
griebr.  ^rudt,  "^iriDafbojenf  in  ©icfeen. 
<mitlfarb.2af.u.455Ibbilb.  <3]r.310. 

<Pflan3enmorpf)oIog!c.  SHorp^o» 
logtc  «.Orgflitograp^ie  ö.^fian- 
3CM  Don  1ßvo\.  Dr.  9K.  9]orfcl)ciiien 
in  üici.     mm  123  Qlbbilb.    5]r.  141. 

•Pfratisciipfjtjfiologie  oon  Dr.  5lbol| 
Äanfen,  "^rofeffcr  an  ber  llniDci-fifäl 
©iefeen.    Wü  43  2Ibbilb.     Ttr.  591. 

'^Sflonjcnrcic^s,  Sic  Sfömmc  öcs, 
pon  "^JriunibOoent  Dr.  Q^obcrt  'pilger, 
5^ufto5  am  ^gl.  Sofanifcbcn  ©arlen  in 
Serlin.Soblem.  OTit  22  <}lbb.  9(r.485. 

tpflanjentoeU^  ®ic,  öcr  Oetoäffcr 
Don  Dr.  ^.  <migula,  "^Srof.  a.  b.  gorffah. 
eifenad).     93]it  50  <Ubb.    51r.  158. 

IJfranacnjcncnlcf^rc,  CcUcnle^rc 
«nö  SInafomie  der  ^flaiijc«  non 
«Prof.  Dr.  Ä.  OTiebe  in  ßeipjig.  53]if 
79  aibbilbinigen.    «Rr.  556. 

^f>ormoftogn6ftc.  53on  Ulpofbehcr  g. 
6d)mitlbcnner,  51{fift.  o.  Sotan.  Snftif. 
b.  3;ed)n.  fiod)id).  S\arl5rul)e.  V.r.  251. 

<P()orma3eufifc^e  e^jcmic  oon  "^irioat- 
bojent  Dr.  (£.  52]annl)cim  in  23onn. 
3  23änbd)en.    5]r.  543/44  u.  588. 

IJ^lIoIogic,  ®efc^fc^tc  ö.hlafftfc^cn, 
D.  Dr.  2BilbeIm  SroII,  orb.  "^Jrof.  o.  b. 
UniDerfifät  53^ünffer  in  QBcfff.  9]r.  367. 

^^ilofop^ic,  einfufjrung  in  öle, 
Don  Dr.  <maj  2Denffd)er,  $rofef}or  an 
ber  llniüerfität  Sonn.    5]r.  281. 

'P^nofop[)ic,®efch.öcr,  IV:  Sleuere 
^fjilof  opfjic  b.  Äonl  d.  Dr.23.53aud), 
•profeffor  an  :  er  llnio.  Sena.  «Hr.  394. 

V:  Gmntanuel  Siant  Don  Dr. 

Q3runo  Saucb,  ^rofcffor  an  5cr  Uni- 
Dcrfität  Scna.    5ir.  536, 


<phiIofop&ie,       ®efc^ic^fe       der, 

VI:    3>ie  <P^i(ofop^le    im  erffen 

2)rittel    des    19.  Oa^r^underfs 

Don  21rlbur  Sreros,  "Prof.  b.  ^btlo- 
fopbic  an  ber  lecbn.  ßod)fd)ulc  in 
fwrisrube.    51  r.  571. 

—  JSanpfprobleme  öcr,  oon  Dr.  ©corg 
6imniel,^rof.a.b.UniD.23erIin.inr.500. 

—  ^fi)cf)oIogie  unö  Qogih  jur  Ginf. 
in  bic  <PbiIofDP^'C  "on  "profeflor  Dr. 
Sb- CSlie"ban5.  QKitl3gigiiren.  Sir.  14. 

'Pf;oiograp^ie,  Sie.  53on  ß.  Ske^Wr, 
^rofcfior  an  ber  h.  h.  ©rapbifd)en  ßebr- 
unb  <Berfud)5on[talf  in  ^ien.  mit  3 
Safein  unb  42  «Ubbilbungen.    «Hr.  94. 

<P^t)fih,  Sbeorefifd^e,  oon  Dr.  ©uftoo 
3äger,  <|Jrofefior  ber  "Ijbbfife  an  ber 
3:e*ni|d)en  Äoci)fd)ule  in^ien.  I.Sell: 
imed)anih  unb  ^huflilj.  WH  24  2lb- 
bilbungen.    3]r.  76. 

11.  Seil:  ßld)t  unb  W&xmc.    3Kif 

47  2lbb.    5?r.  77. 

III.  Seil:  (Slehfri3itäf  unb  Slkgne^ 

tismus.  W\l  33  Slbbilbungcn.  mr.  78. 

IV.  Seil:  ßlclUromagnetifd)e  2id){» 

fbeoricii.  eichtronih.  5n.21  gig.Q]r.374. 

—  ©cfd)iclj!c  öcr,  üon  '^vol  ^.  fiiflner 
in  3Bertbcim  a.  OK.  I :  ®ie  ^Wh  bis 
<neu)ton.    9Hit  13  giguren.    Tir.  293. 

-  —  II :  ®ie  "^JbDfil^  Don  9]eujlon  bis  jur 
©egenroart.   92Ut  3  giguren.  5]r.  294. 

'P^t)filtallfc^«6^emifd)ic  2lcd)cnottf« 
gaben  Don  'Profefjor  Dr.  <R.  9lbegg  u. 
^riDofbojent  Dr.  Ö.  6aAur,  beibc  on 
ber  Kniperfität  Sreslau.    mr.  445. 

^^i)flhallfcl)c  Slufgabenfammlung 
Pon  ©.  tHIabler,  «^Jrofefjor  ber  SUa- 
fbcmalih  u.  'Pbpfib  am  ®t)nina|ium  in 
Ulm.  <n]if  bew  Okjullalen.  9]r.  243. 
i)fihaHfd)e  Sofnteifammlung  Pon 
<}31abler ,  '"Prof^ ifor  am  ©i)mnofiuin 
in  Ulm.    m\l  65  giguren.     9]r.  136. 

'P^nfihalifc^e  Sßeffungsmef^oben  o. 
Dr.  ^iIl).Q3al)rbf,  Oberl.  a.  b.  Oberreo!- 
fd)ulei.©r..2id)tcrf.  5K.49g.  9Ir.301. 

^^i)floIogtycf>e  eijcmie  Pon  Dr.  med. 
<U.  Cegal)n  in  Serlin.  I:  5l|jimila. 
Hon.    m\l  2  Sofeln.    <nr.  240. 

II :  Sijfimilation.  gUillSaf.  5]r.241. 

^^5flf(l)c  ®eograpf)ie  Pon  Dr.6iegm. 
©ünlber,  'prof .  a.  b.  Ä\ql.Sed)n.  Äod)i'd). 
in<münd)en.   93]it  32  mbilb.    «Hr.  26. 

^P^nfifc^eSHeereshunbc  Pon'Prof.  Dr. 
©erb.  Sd)ol{,  ^bleilungsoorflcber  bei 
ber  i)eut|c^.  Sceaarle  in  Äamburg.  Sl^if 
39  Slbbilb.  im  Sejt  unb  8  Saf.  «Hr.  112. 
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9il3e,  ®ic.  eine  einfl^rung  \n  blc 
«cnnfnis  tl)rer  gormenrei^cn  Don 
^rof.  Dr.  ®.  ßinbau  in  Serlin.  «ölt 
10  glgurenflruppen  im  2ert.  *nr.574. 

9Ioneienfi)ff em.  Slffronomie  (®röfie, 
Seroegung  unb  (Sntfernung  b.  Äimmels- 
hörpcr)  oon  ^.  g.  9]]öbiu5,  neu  bearb. 
Don  Dr.Äerm.  fiobolb.  'Prof.  an  ber 
Unioerfität  Äiel.  1:  ©as  "pianefen- 
ft)ftcm.    mit  33  Olbbilbung.    <nr.  11. 

*ptaff{h,  2)ie,  öes  Slbcndlandes  oon 
Dr.  SSans  6tegmann,  Sirehtor  bes 
Saocrifd)en  Qlalionalmujeums  in  *aiün. 
*en.    9}]«  23  Jafeln.    «Hr.  116. 

—  2)lc,  fcU  beginn  öcs  19.  Oo^r« 
^nnderls  Don  51.  fieilnieper  in  9I]ün- 
d)en.     QJlif  41  Q3olIbilbcrn.     9lr.  321. 

<piafI5euffc^e  SSunöarien  oon  Dr. 
fiubert  ©rimmc,  'JJrofeffor  an  ber  Uni- 
uerfifät  ffllünfter  i.  W.    Olr.  461. 

^oefift,  !SeuIfche»  oon  Dr.  Sk.  Sorinshi, 
^roj.  a.  ber  ifnin.  TOiindjen.    ^r.  40. 

llSoIoriic^f.  Grömaoneftsmus,  C^r5> 
ffrom  u.  <:po(arud)t  v.  Dr.  21.  9}ip- 
polbt,  OTifgUeb  bes  SÄgl.  'Preufei|d)en 
9}?efeorologifd)en  Snftitufs  311  'Potsbam. 
92]it  15  2Ibbilb.  unb  7  Safein.  51r.  175. 

'Polnifd^e  &e\d)id)le  von  Dr.  Glemens 
Sranbenburger  in  «Pofen.    ^r.  338. 

'Pommern.  Candeshundcoon^om« 
mcrtt  Don  Dr.  OB.  ®eeche,  "^irof. 
an  ber  UniDcrfität  greiburg  i.  'S. 
3Kit  10  9lbbilb.  unb  Sparten  im  2eft 
u.  1  Äarfe  in  2itl)ograpl)ie.    9k.  575. 

<Potiu9iefifcf)e  Cileroturgefcf^i^fe 
Don  Dr.  S\arl  Don  'Keint)arbftDefJner, 
•profeffor  an  ber  J\öniglict)en  2cd)nifd)en 
Äod)jd)ule  92Jünd)en.    Q]r.  213. 

^ofamenfiererei.  ZcjctiUOnbu^Me 
II:  TBebetciy  TßitheteU  ^ofo^ 
mentiererei,  (opi^cti'  und  @ar* 
dinenfabrihafion  und  ^U^^abti» 
fiafion  Don  "Prof.  <mar  ©ürJIer,  ©et). 
Q^egierungsral  im  figl.  Öanbesgcmcrbe- 
amt  3u  Serlin.  9Rif  29  gig.  9]r.  185. 

<Poffrecf)f  Don  Dr.  «Ulfreb  fflolche,  "pofl- 
infpehfor  in  53onn.    9]r.  425. 

^refilufftoethjeuge»  !!){e>  oon  ©ipl.. 
3ng.  ^.  3lli5,  Oberlehrer  an  ber  fiaif. 
Sed)nijd)en  6d)ule  in  totrafeburg.  93lif 
82  giguren.    «Hr.  493. 

^reugifcf^e  ®efc^tcf)te.  Srondcn« 
burgifc^  •  <preubifci)e  ®efc^id)fe 
Don  9prof.  Dr.  TO.  S^amm,  2)irel<for 
bes  naijer  ^ill)elm5'®pmnafium5  in 
OKontabaur.    9Ir.  600. 


m 


^reu^if  Aes  (Sfaafsrcd^f  Don  Dr.  gri|| 

6lier=6omIo,  <Profeffor  an  ber  Unioer- 
fifät  Sonn.     2  Seile.     <nr.  298,  299. 

^Miaf  rie.  ^orenf  if  c^e,  oon  «profefjor 
Dr.  2ö.  9Bcpgaubt.  Sirehlor  bcrSrren. 
anftalt  gricbrid)sberg  in  Hamburg. 
2  Sänbcben.    9]r.  410  unb  411. 

IJfOdjoIogic  unö  ßogih  jur  einfuhr, 
in  bie  ^^ilofop^ic  non  "Prof.  Dr.  Sb. 
eifenl)an5.    mn  13  giguren.  3]r.  14. 

^fnc^op^Qfth,  ®runörig  der>  oon 
■^Jrofefior  Dr.  ©.  g.  ßipps  in  3ürid). 
<mtl  3  giguren.    Sir.  98. 

pumpen,  Srucfttoaffcr»  m.  ®ruch< 
ruff=2lnlagcn.  öin  luiraer  Ilberblich 
Don  ®ipl.-3ng.  5^ubolf  uJogbt,  5^e- 
lierungsbaunieifler  a.  2).  in  2Iac^en. 
'":it  87  Qlbbilbungen.    «Hr.  290. 

Quellcnhunde  5er  5euffd)en  ®e« 
frf>fcf>fe  üon  Dr.  Garl  Sacob,  'prof.  an 
b.  llniD.  Sübingen.    l.Sanb.  9]r.  279. 

^abioahiiotföl  oon  2)ipl..5ng.  <33ill)elm 
grommel.    mi  21  Slbbilb.    9Rr.  317. 

3led|nen^  tSas^  in  der  Zed^nih  unb 
jcineÄilfsmiftel  ('3^ed)cn{d)ieber,2^ed)en- 
tafcln,  7kd)enmafd)lnen  uju).)  oon  Inge- 
nieur 5ol).  (fügen  QUaper  In  grei- 
burg i.  Sr.    9Rif  30  9lbbilb.  9k.  405. 

—  Äaufmännlfc^es,  Don  'Prof.  Q^idjarb 
Suff,  Oberlehrer  an  ber  Öifentlid)en 
Äanbelsle^ranftalt  ber  Sresbener  fiauf- 
mannjd)aff.  I.  II.  III.  9lr.  139, 140, 187. 

!Kec^f  des  ^Jürgcrlld).  ®c{eQbucbes. 
ßrftes  Sud) :  allgemeiner  Seil.  I :  «in- 
leilung  —  Ce^re  oon  ben  'Perfoncn  u. 
D.  b.  Sad)en  oon  Dr.  <paul  Otrtmann , 
<Prof.  a.  b.  UuiD.  Erlangen.    97r.  447. 

II :  enoerb  unb  Serlufl ,  ©ellcnb. 

mad)ung  unb  6d)uö  ber  ^ed)tc  oon 
Dr.  'Paul  Oerlmann,  'profeffor  an 
ber  llnioerfitat  Erlangen.    9]r.  448. 

—  Stoeifcs  Sud):  6d)ulbred)f.  I.  9lb- 
teilung:  9lllgcmelne  ßel)rcn  oon  Dr. 
'Paul  Oerlmann,  "Profefior  an  ber 
Unioerfitäl  erlangen.    9]r.  323. 

II.  9lbletlung :  2)ie  einzelnen  Sd)ulb- 

Dert)ännif|eD.Dr.<paul  Oerlmann, "prof. 
an  ber  llnioerfitat  erlangen.  9lr.  324. 

—  drittes  Sud) :  6ad)cnred)t  oon  Dr.  g. 
firel3fd)mar,  ObevIanbe5gerid)t5raf  in 
©resben.  1:  Qlllgemeine  Ce^ren.  Sc- 
fit}  unb  eigenfum.    9]r.  480. 

H:  Segrenjte  9kd)fe.    9]r.  481. 

—  Siertes  Surf):  gamilienredjt  oon  Dr. 
Äeinrid)  Silje,  'profeffor  an  ber  U'ii- 
uerfität  Oöftingen.    9lr.  305. 


la 


Sled^isgefc^id^fe,  Slömifc^e,  oon  Dr. 

Robert  Don  ^ar)V,  $rof.  an  ber 
2)eutfd)en  Unioerfifat  ^rcig.  I.Sud): 
®lc  ßeit  bes  QSolhsrec^tcs.  1.  ßölfte: 
2)05  öffentlid)e  'Red)!.    «Hr.  377. 

2.ßälffe:  «Das  ^JrtDatred)!.  <nr.578. 

Äcc^lsfc^u^,  ©er  infernafionale  gcs 
tDetrt:rtd)e,  oon  5.  5leuberg,  S^aiferl. 
^iepterungsrat,  QJlifglieb  bcs  Äaijerl. 
^afenlamts  311  Scrlin.     Q]r.  271. 

3!tcd)istt)iffcnfcf)oft,  6tnfü^rung  in 
öic,  Don  Dr.  21)eobor  6ternberg  in 
Serlin.  I:  ^Kef^oben-  unb  Quellen- 
lel)rc.    <nr.  169. 

II:  Sas  6pffem.    ««r.  170. 

2lcöclc^rc,  ®cutfcf)c,  con  ßans^Probff, 
©pmnafialprof.  in  Samberg.    9lr.  61. 

iReöefcbrtft  pet)e :  6fenDgrapt)ie. 

Äcicfjsfinonsen,  ®lc  C^nitoidtlung 
5cr,  Don  "l^räfibent  Dr.  Qi,  van  ber 
Sorg^f  in  53erlin.    mv.  427. 

Sieligion,  Sic  Snicoidtlung  5cr 
cf^riftlirf^ett,  innert)alb  bes  «Heuen 
Scftamenfs  Don  "Profcffor  Dr.  Lic. 
Carl  Giemen.    5]r.  388. 

—  3)ic,  ÖC5  Gudenfums  im  ßeifaüer 
bes  ßellenismus  unb  ber  Q^ömerl)err» 
fc^aft  Don  Lic.  Hr.  OB.  6faerh  (5leu- 
fcftamcntl.  3ei{gefd)id)lc  il.)  SHif  einer 


«pionfhijae.    3]r.  326. 
ßli« " 


Religionen  der  snofuroolhert  S>{e, 

Don  Dr.  Zi).  QJd)cIi5,  gjrofeffor  in 
33remen.    <I]r.  449. 

2leUgi0tt5wiffenfcf>aff,  Slbrift  5er 
oerg(eid^cn5cn  >  oon  «Profefjor  Dr. 
3;^.  5ld)cli5  in  33remcn.    <nr.  208. 

3{enai|fonce.  Sie  Kultur  öcr  Sic» 
naiffance.  ®cnilung,  5orfcf)ung, 
2>i^tung  oon  Dr.  Q^oberf  g.  5Irnoib, 
1[Jrof.  an  ber  llniocrfifät  ®ien.  Oir.  189, 

Stepfilien.  2)as  2:ierrctcl)  III:  IRep' 
filien  unö  Slmpfji&len.  Q3on  Dr. 
grana  2ßerner,  Q^rofelior  an  ber  llni- 
Derfitäf  3Bien.    OTit  489Ibb.    «Hr.  383. 

!H^einprooin3^  Conbeshunde  öer> 
Don  Dr.  5).  6feinedie,  Sirehlor  bes 
2lcoIg9mnafium5  in  ©ffen.  tHtil  9  9Ibb., 
3  fiärfd)cn  unb  1  fwrie.    9]r.  308. 

«Riec^ffoffe»  iUlfjerlfche  öle  und 
iRicdjfloffe  dou  Dr.  §.  5lod)uffen  in 
32ii»ilj.  <mif  9  <ybbilbunqcn.    <nr.  446. 

!Homon.  ©ef^ic^fe  bes  deuffcl^en 
2lomon5D.Dr.ßellm.<mielhe.  ?ir.229. 

Romonifcf^e  eprac^totffenf^aff  Don 
Dr.  aibolf  3auner,  «Profeffor  an  ber 
UnlD.  ©roj.  2  53änbe.    «Hr.  128  250. 


3tomifd|c  Sllferfumshnnöe  oon  Dr. 

ßeo  23lDd)  in  QBien.  ®.8  ^ollb.  Sir.  45. 
2lömifd>e  ®efchi^fe   oon   5^ealgpm- 

nafial-Sirehfor  Dr.  3ul.  Äod)  in  ©rune- 

toalb.    mr.  19. 
Slömifc^e  Qiferafurgef^i^ie  oon  Dr. 

iöermann 5oad)im  iniöamburg.  3]r.52. 
2lömlfcf>e  unö  gricrf)if«^e  Sn^H^ofo» 

gic  Don  "^Srof.  Dr.üermann  Sleubing. 

?lehtor  bc5  ©i)mna{ium5  in  Sc^nceberg. 

mr.  27. 

!Kub(and.    2lufflfd)e  ®ef^i^fe  oon 

Dr.  QBill).  «Reeb,  Oberlehrer  amOfter- 
gt)mnafium  in  QlJainj.    5}r.  4. 

—  Conöesftunde  öcs  (Suropäif^en^ 
Rufjlands  nebft  Sinnlands  dou 
^rofefior  Dr.  Ol.  ^l)iIippfon  in  i5aUe 
0.  6.    mr.  359. 

Sluf f tf c^  s  !Scuff t^es  ®efpra^st>ud) 
Don  Dr.  Grid)  53erneher,  <profefior  on 
ber  UniDerfitöt  9JJünd)en.    9]r.  68. 

SRufflfd^c  ©rammotih  oon  Dr.  Grld) 
23erneher,  ^rofefior  an  ber  Uniocrfi- 
m  <münd)en.    5]r.  66. 

3lnj[iifcf)eJSandelsItorrefpon5en3Don 
Dr.  Stycobor  oon  S\arorai)5ho  in  ßeip- 
3lg.    «nr.315. 

Rujfifd)es  Cefeduc^  mil  ©lofjar  oon 
Dr.  (Jrid)  Serncher,  'profeffor  on  ber 
Unioerfifat  OTündjcn.    3lr.  67. 

5lufnfd)c  Qlfcralur  oon  Dr.  Srid) 
SoeI)me,  ßehfor  a.  beri5anbcl5t)0i^jd)ule 
23crlin.  1.  Üeil:  Siusroa^l  mobcmer 
*53rofa  unb  "^Joefie  m.  au5füt)rli^cn  5In. 
merhgn.  u.  91h3entbe3eid)nung.  5)r.  40.'^. 

—  —  II.  2eil:  BceBOJiojn.  FapmHHx, 
PaacKasw.  SZlIt  31nmerhungen  unb 
2Ih3en{be3ei(^nung.    «Hr.  404. 

Ruffifc^e  Ciieraiurgefc^icf)fe  oon  Dr. 

©eorg  <PoIon5hij  in  3Hünd)en.  9]r.  166. 

Slttffifdies  ^oftabeltiuf^,  üteines, 
Don  Dr.  (Jrid)  Q3oel;me,  ßditor  an  b«r 
ßanbel5l)od)fcbuIe  Berlin.    5lr.  475. 

®ac^enred)f .  2lc«^f  5.  ^firgerl.  ®c« 
f  e^duc^es.  Griffes  !Bud):  (Sachen» 
redjt  Don  Or.  g.  SÄret}fd)mar ,  Ober- 
Ianbe5gerid)f5ra{  in  Sreeben.  1:  9111- 
gemeine  Cel)ren.  Sefi^  unb  Eigentum, 

II :  Scgren3fe  Q^ecfttc.  «Hr.  480,  481. 

Sac^s»  JSons.  Qlusgetcä^lt  unb  erlSut. 
Don  <Prof.  Dr.  Sulius  6a^>r.    <nr.  24. 
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Gac^fen.    Gdc^fifc^e  ®efcf)tc^fe  oon 

'Profeflor  Offo  i^oemmel ,  5?ehtor  bs5 
9lihoI(iigi)mnafimn5  j.  ßeipjig.  5]r.  lOö. 

—  Sanöcshunöe  öes  ^5ntgreicl)s 
<9ad)fen  oon  ör.  5.  3eiiimiid).  Ober- 
Iet)rer  am  Q^calgpmnafium  in  flauen. 
«mit  12  <Ubb.  unb  1  Sporte.    ?}r.  258. 

Söugelicrc.  ®a5SicrrctcI)l:<3äuge= 
ficrc  Don  Oberfhibienral  ^^rofefjor  Or. 
fiurt  ßampert,  *8oritel)er  bes  5\ßnig. 
Iid)en  ^Hcfuralicnhabinctfä  in  6futtgarf. 
m\l  15  ^Ibbilbungen.     3!r.  282. 

@cf)affenhonftruhÜor>en  oon  ^rofeffor 
3.  'öonberlinn  in  Q3iiin[{er.  53]it  114 
gigurcn.    5k.  236. 

®c^iffs<=  unö  Älüflcnorlllleiic  bis 
Äur  ®  egentoarl»  ®  fc  enliuiöilung 
Der,  Don  iÄorDeHenhapitön  iöuntnq. 
m\i  5Ifabilb.  u.  Tabellen.     <Ilr.  606. 

6ef)lcsu)ig=S5oIffetn.  Gonöcshunöc 
»0«  ©*Ie5U){g<=55oUiein,55eIgo= 
lanö  unö  öcr  freien  unö  55anfe» 
ftadl  Hamburg  oon  Dr.  <paul 
Äambriid),  <lIbteilung5Dorflet)er  am 
3Ku|eum  für  Q3ölhcrhunbc  in  iSnm- 
bürg.  92^tit  Ülbbilb..  "planen,  jßrofilen 
u.  1  Siarte  in  ßitbograpl)ie.     m.  563. 

@cft(eufenbau.  SianaU  u.  @^Ieu:: 
fenbou  con  Q^egieningsbnumeifter 
Otto  «Rappolb  In  6fu{}gart.  9Klt  78 
Qlbbllbungen.    5]r.  585. 

9ci)moIfpurba^nen  (^lein.,  «Urbeits* 
unb  gclbbal)nen)  d.  ©ipl.-Sng.  ?lugiift 
Sos^art  in  «Nürnberg.  92Iit  99  Äib» 
bilbungcn.    5Jr.  524. 

€chtnorö|[cr  un5  Gri^maro^erfum 
in  der  Xiertoclt.  Grfic  (Sinfü^rung  in 
bie  lien|ci)e  Sd)tnorD^erluinbe  pon  Dr. 
Sranj  n.  QBagner,  o.  o.  "Prof.  on  ber 
UntD.  ©rQ3.    9Jiit  67  «2lbb,    m.  151. 

©rfjrciner  «  SlrbeUen.  Sifchlcr« 
((5c^rclncr=)2lrbelfen  I:  SIratc= 
rialien,  Äanötocrhsjcuge,  9Ila= 
fd)inen,  Gtn^elucrbiiibungcn, 
gufebööen,  gcnftcr,  genfferlos 
öen,  treppen,  2ibor!c  con  'Prof. 
G.  ^ie^tDcger,  ^lrd)ifeht  in  Slöln.  Oriit 
628  gig.  auf  75  2afeln.     5]r.  502. 

6c^nlörecf^f.  2lccf>l  öes  ^Bürgcrl. 
©efeftbut^cs.  3u>cife5  ^ucl) : 
(5(i>uU>rec^f.  I.  Abteilung:  QUigc- 
meine  Cel)ren  Don  Dr.  <paul  Oerfmoim, 
"Prof.  a.  b.  llnio.  Sriangen.   "Hr  323. 

n.  ^Ibletlung:  25ie  einzelnen  Sd)ulb» 

Dert)öltniffc  Don  Dr.  ^paul  Oerfmann, 
*UrDf.Qn  ber  llnio.  (Erlangen.   9lr.  324. 


Schule,  die  deuffc^e,  im  Sluslande 

ron  ftans  5lmrl)cin,  6eminar.0ber- 
lcl)rer  in  'Kl)ei)bt.    5Jr.  259. 

Sdjul^öus.  Sic  ^ouftunfi  öesSAuU 
I^aufcs  üon  "Profejfor  2)r.  «Sng. 
iv^rnjt  ^ettcrleiu  in  Sarmflabt.  1:  2)a5 
6d)uU)nu5.  Snil  38  mbilbungen.  H: 
2)ic  Sd)ulräumc  —  ®te  Qlebenanlagcn. 
OKil  31  mbilbungcü.    5k.  443  u.  444. 

(Sc^ulprasis.  5Ilefl)Dbih  ber  ^oto5fd)ule 
Don  Dr.  Qu  6ei)ferl,  6eminorbireh{or 
in  '3fd)opau.    2ir.  50. 

Gchnjcbifcl)  =  öcuifc^cs  ®efpräd>5» 
bud)  von  Sot^anncs  5]eui)au5,  Sojenf 
ber  neunorbifct)en  6proct)Gn  mx  ber 
UniDerfität  Serlin.    ^h:  555. 

Sc^roe&if d)e5  Gefcbud)  jur  Ginfü^rung 
in  bie  Slenntnis  bes  I)cutigen  6^iDe- 
bens  mit  QBörterDcr^cidjnis  non  5o- 
^annes  5leuf)au5,  Sojent  ber  neu- 
norbifd)cn  6prad)en  an  ber  llniocr- 
fiföl  23crlin.    «fir.  554. 

6d)tDeif}s  unb  (st^neibocrfa^rent 
®05  autogene,  oon  Sngenieurßans 
«Riefe  in  ^iel.    mVxl  30  gig.    Qk.  499. 

Sr^roeia*  ©c^weijcrifd^e  ®efc^i^ie 

Don  Dr.  ^\.  ©änbliher,  ^rofcfjor  an 
ber  Unioerfiiät  3üvid}.    5Jr.  188. 

—  Canbeshunde  ösr  (od)n)ei3  oon 
«Prof.  Dr.  fi.  Malier  in  Sern.  521if  16 
mbilbungen  unb  1  fiarfc.     <Jk.  398. 

<3(f)U)immonffaIfcn.  öffenll.  Sobe* 
unb  (Schäoimmanffalfen  oon  Dr. 
.^arl  QSolff,  6lobt=0berbaiirat  in  Äan- 
noDcr.    9]}it  50  giguren.    2]r.  380. 

6ecmac^f,  Sie,  in  ber  beulfc^en 
©efcf)ich!c  oon  QBirhl.  ^bmiralitäts- 
ral  Dr.  (srnft  oon  Äalle,  «Profefjor  on 
ber  llnioerfitäf  53erlin.    <nr.  370. 

Sccrecl)!,  ®ö5  be«!fd)c,  oon  Dr.  Otto 
23ranbi6,  OberlanbGCHieiicl)t5raf  iniSam- 
biirg.  I.  ^lllgemeincüet^ren:  "Perfonen 
unb  Sad)cu  bes  Seereü}f5.    ülr.  386. 

II.  (Die  einzelnen  fcevecl)llid)cn6d)ulb- 

Dcrt)öl{nifje:  Q3ertröge  bes  6eered)f5  u. 
auf5erDcrtraglicf)e  iöaftung.     5]r.  387. 

6cl|cnfobnhotlon,  ®ie,  bic  ©eifcn» 
analt;fc  u.  b.  Äcraenfabrthotton 
D.  Dr.  iinrl  53raun  i.  Berlin.  (Sic  gelte 
unb  Öle  II.)  53iit  25  ^Ibbilb.  «Hr.  336. 

(5emitiJcQe  ©prad)«>iffenf*off  oon 
Dr.  (£.  Srod^elmann,  «profeffor  an  ber 
Hnioer|ilnt  Sxonigsbera.    «Hr.  291. 
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eUiftafe.  Gndttffrfc  0er  eUihafe, 
der  hünfflid)en  'Bauffeine  u.  des 
Snöriels  Don  Dr.  ©uffaD  Qiauter  in 
C^arloltenburg,  I :  ©las  unö  hcra« 
mifd)e  Snbuftrie.  «mit  12  Jaf.  9^r.  233. 

II:®te3iiöuffrieö.hünftI.23aufteine 

u.  b.  «mörtels.    *nMt  12  lal    mv.  234. 

^impltcius  (simpHcifffmus  dou  iöans 
Sahob  G^bri|tD|fcI  d.  ©rimmelstiaitien. 
Sn  Slusmabi  l)Gvau5gegcben  Don  "^iro- 
fefjor  Dr.  g.  Q3oberlag,  ©oaent  an  bcr 
UiüDcrfifäf  ^iC5lau.    <fir.  138. 

@honöinaoien«  Canöeshunöe  oon, 
(6clwei!en,  ^Jortuegen  unö  ©änemarh) 
Don  iöeinrid)  i\crp,  i\rei5fd)ulinfp.  in 
fireuäburg.  m.  1 1  ^3lbb.  u.  1  S\.  2Jr.202. 

6Iootfri)e  ßtfcraiurgcfcljicljlc  d.  s)r. 
Soief  S\ava\eh  in  QBien  I :  OÜIferc  Cifc- 
ratiir  bis  jur  '2Biebergeburf.    5lr.  277. 

II:  Sas  19.  3al)rl)unberf.  31r.278. 

Sociale  Sfage.  2)te  (Snitotchlung 
der  fojtal.  5ra9C  oon  "Profeffor 
D.  gerbin.  lönnics.    «Kr.  353. 

@03ialuer|td)erung  oon  ^tü^  Dr. 
5IIfreb  <nianc5  in  "Berlin.    5]r.  267. 

Soziologie  oon  *i3rofei{or  Dr.  J^omos 
?ld)eli5  in  53remen.    <Jlr.  101. 

©pcnicn.  ©paniföje  ®efd)ic^ie  oon 
Dr    ©iiflao  ©ievchs.    2]r.  266. 

—  öonöesfuinöe  öcr  0&cr{f{f>cn 
Sotblnfel  V.  Dr.  gril3  ^^etiel,  'Prof. 
on  ber  Unic.  OTüraburg.  ^l\t  8  ^ärt- 
d)eu  unb  8  Qlbbilbiingen  im  Üejf  unb 
1  SÄarte  in  garbenbruch.    Qk.  235. 

Spanifd^e  Bandelshorrefponbenj 
Don  i)r.  5llfrebo  21abal  be  Q3tarie3= 
ciirrena.    9]r.  295. 

<5panifcf)e  &iteraiurgcfd)id)ie  d.  Dr. 
9iuboif  Seer, 'ffiten.  1.  Il.<nr.l67,  168.  | 

<5petcl)er.  GnOuffrieUe  unö  geu)crb= 
Iicf)e  Bauten  (6peid)er,  Ciigerl)äiiier 
unb  gabrihen)  oon  9lrd)iieht  fieinrid) 
Galsmonn  in  2)üf)elborf.  II:  6peid)er 
u.  Cagerl)äufer.  QIli{123g{g.  5lr.512. 

Spinnerei.  Sesfil » Onöuftric  I : 
©pinnerei  unö  Otoirnerei  non 
•JJrof.  2Kaj  ©ürtler,  ©e^.  «egierungs- 
rat  im  fiönigl.  Canbesgeroerbcamf  ju 
Serlin.    <ffiil  39  gigurcn.     <nr.  184. 

epi^enfabrihafion.  !Xecf  il » Onöu> 
ffrie  «I :  ODeberci»  QOirherei,  qjos 
fantenfierereit  (spieen»  u.  &at» 
öinenf abrihat.  n.  Südf «brihation 
Don  qjrof.  *ffiaj  ©ürtler.  ®e^.  Regier.- 
5^at  im  Äönigl.  UanbesgeiDcrbeamt  ju 
23crlln.  9Kil  29  gigurcn.  9lr.  185. 


SprucQöic^Iung.  ^aH^er  oon  der 
^ogelweiöe  mit  Stuswa^I  aus 
Sßinncfang  unö  <5pruä)öic^fung. 

QUitSlnmerhungen  u.  einem  QBörtcrbuc^ 
D.  Otto  ©üntter.  'Profeflor  an  b.  Ober- 
realfd)ule  unb  an  ber  2cd)nifd)en  Äod). 
fdiule  in  6tuttgart.    <nr.  23. 

Staatslehre»  SiKgemeine»  oon  Dr. 
üermann  9k^m,  13rDfeffor  an  ber  Uni- 
oerfität  Strafeburg  i.  £.    Tir.  358. 

Staotsred^t,  StUgemeineSt  oon  Dr. 
Sulius  Äat|d)ek,  ^rof.  b.  Q^ect)tc  a.  b. 
UniD.  ©öttingcn.  3»bd).  <lk.415— 417. 

Slaalsreci)! ,  ')}reuf}i)ches>  oon  Dr. 
gri^  Stier=Somlo,  'Prof.  a.  b.  Unioer- 
fität  Sonn.    2  3;eile    <nr.  298,  299. 

©fttmntesftunöe,  !Z>eutfcf)e)  oon  Dr. 
■J^ubolf  52iud),  a.  o.  «Prof.  a.  b.  llniü. 
3Bien.    <m.  2  5\art.  u.  2  2af.  Q]r.  126. 

Statib  Don  W.  fiauber,  Sipl..3ng. 
I.  Seil:  ©ic  ®runöle^ren  5er 
Sfatih  ftarrer  5lörper.  Mit 
82  giguren.     ^r.  178. 

11.  Seil:   Slngewanötc  Sttttift, 

«mit  61  giguren.    <J]r.  179. 

— ,  @rap^ifd)e>  oon  S\qL  Obcrleljrcr 
®ipl.-=5ng.  Otto  ßenhel  in  ^cnbsburo. 
«ß^it  Dielen  giguren.    <Jlr.  603. 

Slein^auerarbeifen.  SHaurer»  unö 
®teinl)auerarbeifen  oon  ""|5rofeiipr 
D'.  phii.  unb  2)r.  »5ng.  öbuarb 
6d)mitt  in  Sannitabt.  3  Q3änbd)cn. 
mm  Dielen  mbilbgn.     Qk.  419— 421. 

Stenographie.  ®efcl)icf)te  öcr  Sic* 
nograpf^ie  ddu  Dr.  3Utl)ur  52icn^  in 
Königsberg  i.  "pr.    Qk.  501. 

Stenogrop^ie  n.  ö.  Si;ficm  ».  g«  2E» 
®0i»el5berßcrD.Dr.91lbert6d)ramm, 
ßanbesünUsaif.  in  ©rcsben.    5lr.  246. 

—  ®ie  SReöeJdjrifl  öes  ©abelo» 
bergerfd)en  Si>ffem5  oon  Dr.  211- 
bert  6d)ramm ,  ßanbcsamtsafjeflor 
in  Sresben.    iHr.  368. 

—  Se^rbud)  ö.  23ereinf achten  iSeut» 
fcljen  SIenograpI;ie  ((£inig..6i)ftent 
6tol3e-6d)rei))  uebft  6d)lüf|el,  Ce{c- 
ffüAcn  unb  einem  2ln^ang  oon  Dr. 
2lm|el,  6tubienrat  bes  ilobcttenhorps 
In  Sensberg.    ?lr.  86. 

—  !Reöefd)rifI.  ße^rbu*  ber  5lebc. 
fd)rift  bes  6t)ftcm5  6tol3c»6d)re9  nebfl 
ftürjungsbeifp. ,  Cefeftü*en,  6d)Iü|icf 
unb  einer  Einleitung  jur  Steigerung  ber 
flcnDgrapI)ijd)en  gertighelt  oon  ßeiii- 
rid)  Sröje,  amtl.  bab.  ßonbtagsfieno- 
grop^  in  S\arl5ru^c  (23.).   <nr.494. 
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Cfereodfemie  oon  Dr.  Q..  ^cbehtub, 
^rofcffor  an  ber  Unlocrfität  Tübingen. 
OTit  34  5Ibbtlbungcn.    <!]r.  201. 

^fereomeirie  Don  Dr.  5?.  ©lafcr  In 
eiuttgarf.    Wü  66  gigurcn.    5]r.  97. 

6fernfi)ftem.  Slffronomie.  @rö&e, 
SciDegung  u.  C£ntfernung  ber  ßimmels- 
hörper  oon  51.  g.  QKöbius ,  neu  bear- 
beitet Don  Dr.  iöerm,  Siobolb,  'Prof. 
a.  b.  Unicerfifät  fitel.  II:  Kometen, 
SKeteore  unb  bas  6fernfp[tem.  OTit 
15  gig.  unb  2  6ternharlen.    «Hr.  529. 

€feuerft)f ferne  des  Sluslaitöes,  !2)ie, 
Don  &e\).  Oberfinonjrat  O.  6d)U)ar3 
in  Serlin.    5k.  426. 

6iühnn2>e  d.  "^Jrof.  S\arl  Otto  ßartmann 
tn  Stuttgart,  mt  7  "öollbilbern  unb 
195  2;ejfiUuftrationen.    <nr.  80. 

6föcf)iome{rifcf^e  Slufgabenfamm* 
lung  Don  Dr.  QBilt).  33at)rbl,  Oberl. 
an  ber  Oberrcalfd)uIe  in  ®rof3-Cic^fer. 
felbe.    9Uit  ben  Oiejulfaten.    5]r.  452. 

Straßenbahnen  Don  ®ipl..3ng.  5Iuguft 
Sosljart  in  9]ürnberg.  mit  72  5Ib- 
bllbungen.    <nr.  559. 

Gfrafegie  oon  ßöffler,  TOajor  im  figl. 
6äd)T.  i^riegsmin.  in  Bresben.  5]r.  505. 

etröme  und  (Spannungen  in  Gf arlu 
ffromnef5en  d.  3of.  Äerjog,  SipL- 
ttlelitroingenieur  in  Q3ubapcft  u.  6la- 
rcnce  gelbmann,  'Brofcfior  ber  Slelitro- 
tecbnih  in  Seift,  «mit  68  5lbb.  51r.  456. 

6fiOfeegeb{eI.  2>ie  5cutfcf)en  j^olo« 
nien  II:  ®as  <5ü5fcegcbiel  und 
#iiauffc^ou  oon  'Prof.  I3r.  S\.  2)oDe. 
9K.  letaf.  u.  1  [itl)Oflr.  ftarfe.  5ir.520. 

Salmud.  I3>ie  C^nf  ff  el^ung  b.  3;a(mu59 
D.  Dr.  6. 5unh  in  33o5liou)ih.   «Hr.  479. 

3o(muöprot>en  oon  Dr.  &.  (^unh  in 
Sostiomi^.    <nr.  583. 

3e^nifd)«Cti)em{fd)e  91nalt;fe  v.  Dr. 
®.  Cunge,  'Prof.  a.  b.  öibg.  'poIpted)n. 
6d)ule  i.  3ürid).  mi  16  5Ibb.  m.  195. 

Sec^nifd^e  Sabellen  und  Formeln 
Don  Dr.-Sng.  5B.  «müller.  iDipI.- 
3ng.  am  S\qI  ^JKaterialprüfungsamt 
jn  ®rof} .  ßicl)terfelbe.  OTil  106  gi- 
gurcn.    <nr.  579. 

SeAnifc^es  TBbvievbutht  entt)altenb 

bte   ioid)tigften    5lu5brücRC    bes   5Ka- 

fdjinenbaues,  6d)iffbaue5  unb  ber  (Sieh- 

lrotcd)nili  Don  CJrid)  firebs  in  Scrlin. 

I.  Seil :  2)eutfd).englifd).  5lr.  395. 

II.3:eiI:englifd).5)eutfd).  «r.  396. 

III.  Seil :  Seutfd).gran3öf.  <Rr.  453. 

IV.Ieil:  gronjöf.-Seutf«.  «Hr.  454. 


Zeci^nologie,  SlUgemeine  cbemifd^e» 

oon  Dr.  ©uft.  9iauter  in  at)arlotten- 
burg.    5]r.  113. 

—  3neAanifd>e,D.©et).ßofraf^rof.51. 
Cübi&e  i.  53raunfd)U)cig.  ^Hr.  340,  341. 

3;ecrfarl)ff  off  e,  3)ie,  mit  befonb.  53erü*- 
ftd)tigung  ber  ft)ntl)etijcl)en  52Jett)oben  o. 
Dt ,  fians  Sud)erer,  <Prof.  a.  b.  fiönigl. 
2ed)n.  ßod)|d)u!e,  ©resben.    9lr.  214. 

Selcgropfjcnrccfjf  con  ^offinfpehtorDr. 
jur.  211freb  113oId?e  in  33onn.  I :  Sin- 
leilung.  ©efd)td)tlid)e  Sntroidilung.  2)ie 
6teUung  bes  beutjd)en  Telegraphen- 
loefens  im  öffentlid)en  5^ed)te,  oUge- 
meiner  2eil.    5]r.  509. 

II :  Sie  etellung  bes  beutfd).  Zele- 

grapl)entt)efen5  im  öffentltd)en  5led)tc. 
befonberer  Seil.  S)as  2elegrap^cn- 
Strafred)t.  5^ed)t5Dert)Qlfnis  ber  2clc- 
grapi)ie  jum  'Publihum.    *nr.  510. 

Zelegropbic,  ®fc  elehfrifd^e»  v.  Dr. 
Cub.  ^eüffab.   «mit  19  gig.   5k.  172. 

Seffamenf.  2)ie  (Snfffe^ung  des 
Sflfen  !S:effomenfs  oon  Lic.  Dr.  5B. 
6laerh.  ^rof.  a.  b.  llnio.  Sena.  5tr.272. 

—  SieCSnfffe^ungöesSleuenSeffa« 
menfs  oon  'Profeffor  Lic.  Dr.  Carl 
Giemen  in  53onn.    5]r.  285. 

3:ertil'0nbuffrie.  I:  Spinnerei  und 
3tDirnerei  oon  ^rof.  52^aj  ©iirfler, 
©eb.  5^eqierung5rat  im  figl.  Canbcsge- 
roerbeamt,  Serlin.  511.  39  gig.  5ir.l84. 

—  II:  Qßcf>erei»  Oöirhcrci,  <Pofa* 
mcnfiererei>  Gpi^en»  und 
®ardinenfadriftof{on  und  t^ifj* 
fabrthafion  o.  «Prof .  5K.  ©ürtlcr.föe^. 
\Regierungsr.  i.  figl.  Canbesgetoerbeamt 
m  Serlin.    5nit  29  giguren.    5]r.  185. 

—  III:  ^öfd)ere{,  ^Icidjcrci,  gär- 
berei  und  ihre  JSilfsffoffe  oon 
Dr.  5BiI^.  5Kaffot,  "Prof.  a.  b.  «Prcufe. 
^ö^eren  gad)fd)ule  für  Uejtilinbuftrle 
in  firefelb.  5Rit  28  giguren.  5lr.  186. 

Z^ermodQnamilt  (Sed)nifd)e  5]3ärme- 
le^re)  d.  S\.  5BaIt^er  u.  5R.  5^öftinger. 
2)iplom-3ngen.    5«.  54  gig.    5lr.  242. 

—  S)ie  f^ermodmiamif^en  ®rund« 
lagen  der  20ärmehroff«  und 
JioIfemafd)inen  oon  5».  <»bt. 
tingcr,  2)ipIom-Sngenieur  in  SRonn- 
beim.    5Jr.  2. 

2:^üringifcf)e  &e]dfid)ie  oon  Dr.  Smft 
©corient  in  Ceipjig.    5Jr.  352. 

Sierbiologie.  Slbrijs  der  Biologie 
der  Sicrc  oon  Dr.  ßeinric^  6imn)H>, 
^rof.  on  ber  Unlo.  Ceipjig.    ^r.  131. 
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2iere>  Gntwidtlungsgef^i^e  der, 

Don  Dr.  So^s.  5Kei|en^eimcr,  ^rofeffor 
ber  Soologic  an  ber  llniperfifät  5ena. 
1:  gurcbung,  "pnmiftDanlagen.ßarDen, 
Sormbilbung,  (£mbrponalt)ülIen.  SlJit 
48  gigurcn.    5lr.  378. 

"—  lliOrganbilb.  9n.46gig.  <nr.379. 

SXiergcogrop^ie  d.  Dr.  «Urnolb  Sacobi, 
*Prof.  ber  ßoologic  a.  b.  Slgl.  gorftuha- 
bemie 3u Sbaranbt.  m.2S\avl.  air.218. 

:Sierhunde  Don  Dr.  granj  d.  2Bagner, 
^rofefjor  an  ber  UnlDcrfifät  ©raj. 
mi  78  SIbbilbungcn.    mt.  60. 

SIcrrcid),  3)05,  I:  S'duqclleve  oon 
Obcrftubienr.  ^Jrof.  Dr.  i^urf  ßamperf, 
53or{t.  b.  ^gl.  Qlafuralienhabineils  in 
eUiHgavt.    Wü  I5  5lbbilb.    «Hr.  282. 

—  III:  !Rc»iinen  unö  Slmp^tbten 
Don  Dr.  granj  QBerner,  "iprofefior  a. 
b.  UniD.  OBien.  9Iiit  48  <Hbb.  mv.  383. 

—  IV:  Sifcl^e  Don  «Profeffor  Dr. 
mal  2^aull)er  in  «Neapel.    OJr.  356. 

—  V:  Onfeftfen  con  Dr.  3.  ©roft  in 
Ifieapcl  (etajionc  Sooloflica).  9Kif 
56  ^bbilb.    mr.  594. 

—  VI:  ®ic  »irlieUofen  Sicrc  oon 
Dr.  Cubroig  Sö^ymig;  ^rofeffor  ber 
3ooIogie  an  ber  Unioerfifät  ©raj. 
1:  Urfiere,  6cI)U)ämine,  <nef(elfiere, 
^Rippenquallen  unb  Türmer.  W\l 
74  gigurcn.    3]r.  439. 

11 :  firebfe.  6pinnentiere,  Üoufenb- 

füfeer,  2Beid)tiere,  9Koo5ticrd)en.  Slrm- 
füfecr,  6tad)ell)äuler  unb  ?HanteItiere. 
Iffiit  97  giguren.    <nr.  440. 

Siersucf^Ue^re,  Slligemeine  und 
fpesielle,  Don  Dr.  <paul  'Ripperl 
In  Gffen.    «Hr.  228. 

2;ifd)Iers  (<3d)refncr=)  SIrbeUen  I: 
Suaterialicn.  ^SandtDcrbsjeuge, 
9nafc{)incn,  C^in3cIocrt>in2>ungen> 

grugbödcn,  Sanfter«  Senfferlo« 
cn,  treppen,  3Cborte  von  "Prof. 
e.  ^iebtoeger,  ^rcbifebt  In  ftöln.  mit 
628  gig.  auf  75  lafeln.    mt.  502. 

Zoao,  !S>ie  deulfc^en  Kolonien  1: 
Zogo  und  ^omeruti  oon  <Prof. 
Dr.  fiarl  Dodc.  Wil  16  lafeln  unb 
einer  litI)ograpl)ifd)en  fiarlc.    9]r.  441. 

2:o£ihoIogifc^e  C^^emie  oon  ^rioat. 
boßenl  Dr.  (J.  9Ilann^)eim  in  Sonn, 
«mit  6  Qlbbilbungen.    <nr.  465. 

Trigonometrie,  Clbene  u.  fphärifc^e, 
Don  <Profeffor  Dr.  ®cr^,  fteffcnberg 
in  S3re5lou.    «Slit  70  gig.     3lr.  99. 


Sropen^ngiene  oon  SKcbijinalraf  <prt>- 
feljor  Dr.  <nod)f,  Sirehtor  bes  Sn- 
flituls  für  6d)iff5«  unb  Sropenhranb- 
i)eiten  in  ßaniburg.    9lr.  369. 

Sruft.  jlarfelt  nnö  Ztu\t  oon  Dr. 
6.  2|d)ierfci)hi)  in  ©üffelborf.  <«r.522. 

Surnftunfl,  ®efcl)td)fe  der,  oon  Dr. 
Tlubolf  &a]<!ti,  "^Jrof.  a.  Sönig  ©corg. 
©t)mnaf.  Bresben.  911. 173lbb.  «nr.504. 

Kngorm  SandeshunOe  »on  öfter» 
reicf^sHngarn  oon  Dr.  Sllfreb  ©runb, 
^Jrofeffor  an  ber  Unioerfität  "Prag, 
feit  lOSejtilluftr.  u.  1  fiartc.  9lr.244. 

Ungarifc^e  Literatur,  ®efc^id)te 
5er,  oon  "^Jrcf.  Dr.  ßubtoig  Äatona 
unb  Dr.  granj  ejinnpei,  beibe  an 
ber  Unioerfität  Subapeft.    «Hr.  550. 

Kngarif^e  @pracf)Ie^re  oon  Dr. 
Sofef  tojinnpei,  o.  ö.  "prof.  an  bet 
Unioerfität  Subapcft.    51r.  595. 

Uittcrrlctitsiocjcn.  ©efc^icl^te  des 
öeutfd^en  Unterrichlstöcfcns  oon 
"Prof.  iJr.  griebrid)  toeiler,  ©irchtor 
bes  fiönigl.  ©pmnafiums  ju  ßuchau. 
I.  Seil:  53on  Einfang  an  bis  jum 
ßnbc  bes  18.  3at)rl)unbert5.   9lr.  275. 

II.  Seil:  53om  beginn  b.  19.  3a^r- 

^unb.  bis  auf  bic  ©egenroart.    9Ir.  276. 

Unterf ud)ungsmet^o5en ,  StgrihuU 
tttrc{)emifd)e.  oon  ^rofefior  Dr. 
ßmil  ßafell)off,  33orftel)er  ber  lanb- 
n)irtf(ftaftlid)en  Q3crfuct)5ftofion  In  9Har- 
burg  in  Äeffen.    9Ir.  470. 

Hrgefc^idjte  der  Sßenfd^^eit  oon  Dr. 
93]ortt}  ßoemes,  "Prof.  an  ber  Unio. 
?Bien.    9Rif  53  mbllbungen.    5]r.42. 

Krbeberrecfyt,  3>tt5,  an  2Bcrhcn  ber 
Literatur  unb  ber  Sontiunft,  bos 
Q3erlQg5red)t  unb  bas  Url^ebcrred)t 
an  QBerhen  ber  bilbenben  fünfte  unb 
^^otograp^ic  oon  6taatsanujalt  Dr. 
3.  6cl)liltgen  in  eijemniö-     51r.  361. 

—  ©05  beutfcbe,  an  liferorifd)en,  hünfl. 
Icrifdjen  unb  getoerblicben  6d)öpfunflen. 
mit  befonberer  Scrüchncbtiflunfl  ber 
internationalen  Verträge  oon  Dr. 
©uftao  5Rauter,  ^atcntanmall  In 
et)arlottenburg.    «Rr.  263. 

Urjeit.  üultur  ber  Urjeif  oon  Dr. 
SKori^  iSoernes,  o.  ö.  ^rof.  on  ber 
Unio.  QBien.  3  Q3änb*.  I :  etcinscit. 
3Ril  40  Silbergruppen,    «fir.  564. 

II:   Sronjeaeit.    mn  36  «tlber- 

gruppcn.    51r.  565. 

III :    eifcnacit.    mn   35   »tlbcr. 

gruppen.    5ir.  566. 
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!SehforanoInfis  non  Dr.  6icgfr,  ^alcii- 
tiner,  "profeffor  an  bcr  Sergohabemle 
In  aiavismi    m»  ll  glg.    <nr.  354. 

^eranfc^tagetK  ©as.  Im  Siothbau. 

fturjgefafetes  fianbbud)  über  bas  feefcn 
bc5  fiof{enan)d)lag5  Don  51rd)itcht  ömil 
Seutinger,  <y|fiffenf  a.  b.Üecbn.  ßod)jd). 
in  ©omiftabf.  9Kif Dielen  gig.  5]r.385. 

bereinigte  <5iaafen.  Cattöeshunde 
bev  QSereinigten  (oiaafen  oon 
Slordameriha  oon  ^Profefior  ßeinrid) 
gifd)cr,  OberIet)rer  am  Cuijcnftäbf. 
waigpmnafium  in  Serlin.  1.  Seil. 
SKit  22  harten  iinb  gigiiren  Im  2cjf 
wnb  14  Safein.  «Hr.  381. 
-  —  II.  Seil:  9KÜ  3  fiarlen  im  Sejf, 
17  Sof.  u.  1  litljogr.  ^orte.     «Hr.  382. 

5ler9ir,  ®ic  ®e5icf)fe  öcs  <p.  2Jct:« 
gtllus  Snaro.  3n  Slustual)!  niil  einer 
teinleifung  unb  Qlmnerhungen  Ijeraus- 
aegeben  uon  Dr.  Suliiis  Sieben. 
I:  (Jinleilung  unb  ?lenei5.    *j]r.  497. 

QJermeffungshunöe  non  ®iplom=3ng. 
^.  ^erhmeifler,  Oberlel)rer  an  ber 
fiallcrl.  Secl)iiifcl)cn  6cl)nle  in  6trafe- 
burg  i.  e,  1:  gelbmeffen  unb  Qli- 
DeUieren.     5JH1  146  51bb.     «Hr.  468. 

II:    ©er   3;t)eoboIit.     Srigonome- 

trifd)c  u.  baromefrifd)e  fiö^enmefjung. 
Sacbpmeirie.    ffiif  109  ?lbb.   9]r.469. 

t8crfid)erungsma!f)cmalih  oon  Dr. 
Sllfreb  ßoeuit),  "profeflor  on  ber  Uni- 
oerfifaf  greiburg  i.  03.    5]r.  180. 

'S^erfic^erungstoefen,  Sas,  Don  Dr. 
iur.  ^aul  5Kolbcnbauer,  "Profefior  bcr 
5)crfid)erung5iv)itienfd)af{  an  ber  ßan- 
bel5i)ocbfd)iile  Siöln.  I:  Olllgemeine 
Q3erfid)crung5lcl)rc.    <nr.  262. 

33ölherhun5c  von  Dr.  9Kid)ael  Äaber- 
lonbt,  h.  unb  h.  i^uflos  ber  efljnogr. 
Sammlung  bes na}url)i|lor.  ßofmufeums 
unb  "priDalbojenf  an  bcr  llniDcrfitäl 
«ffiien.    mi  56  «Jlbbilbungen.    Q]r.  73. 

33o(hernanien.  Cän5cr=  u.  33ö(her> 
namett  con  Dr.  QUibolf  iileinpaul 
in  ßeipjig.    5lr.  478. 

*8olhsl>ibnof^ehen  (Sücber-  unb  ßcfc- 
^allcn),  il)re  Cttnrid)fung  unb  "öcr- 
toalfung  oon  (£mil  5aeid)hc,  6tabf- 
bibliofbchar   in   eiberfclb,     ^r.  332. 

^olhslied^  ©05  deiiffcbe»  au5gcu:iät)lt 
unb  crläuferf  Don  'Profeffor  i>i.  3ul. 
ÖQ^r.    2  Sftnbdjen.    <2]r.  25,  132. 

SoIhsn)irffd)off5lebre  oon  Dr.  Carl 
3ol)5.  gud)5,  'Profeflor  an  bcr  Unl- 
Dcrfifät  Tübingen,    «fir.  133. 


33o(hsn)irtftf^offspo(itih  o.  ^rfifibent 
t'r.QLünnberSorgbt.'Serlin.  ««r.  177. 

SBaf^rfcf^einUd^heifsrcc^nnng  oon  Or. 
granj  ftacb,  'profefjor  am  gberbarb« 
CubtDigs-föijmnafium  i.  6lutfgürf.  5Klt 
15  giguren  im  2erf.    <Jtr.  508. 

!ZBaI5ecft.  Candesftunde  Des  C^ro^« 
))cr5ogfums  JScffcn,  derCprooinj 
^effett'iRoUau  uitö  öcs  Surften« 
lums  2öoIöccft  Don  "Profeffor  Dr. 
©eorg  ©reim  in  Sarmffabl.  TOit 
13  9lbbilbungen  unb  1  Siarfe.  5]r.376. 

28o(tr)ari(ie{>>  Sos,  im  Qiersmaftc  bcr 
llrjd)rift  übcr|et3f  unb  erläutert  dok 
«^kof.  Dr.  Ä.  5l[fl)Df.  Oberlel)rcr  am 
9?ealgi)mnafium  in  QBeimar.    71t.  46. 

^ad^er  oon  der  QSogettoeide,  mit 
2Ju5U)abl  aus  53]innejang  u.  6pruc^. 
bid)tung.  TOil  Qlnmerkungen  unb 
einem  QBörterbud)  pon  Otto  ©üntfer, 
23rof.  an  bcr  Oberrcaljcbule  unb  an  ber 
5;ed)n.  i5od)fd).  in  Stuttgart.    <)]r.  23. 

OSalstoerlie»  ®ie.  CinricI^tung  und 
23etrieb.  Q3on  <i)ipl..5ng.  91.  äoI- 
Derfd)eib,  Oberlel)rcr  cm  bcr  figl. 
QKajiVinenbau-  unb  iöüttenfdiulc  in 
®ui5burg.    Wü  151  Slbbüb.   9k.  580. 

^orenhunbe  d.  Dr.  fiarl  iöalfad?,  'Praf. 
unb  ßeitcr  bcr  h.  h.  ßanbclsaiuibemlc 
in  ©raj.  J.  Seil :  Unorqanifdic  9Büren. 
mm  40  91bbilbungen.    9]r.  222. 

II.  Seil:   Organifd)e  9Baren.    9nit 

36  9lbbilbungcn.     9ir.  223. 

2Borcn3eid^enrecI)t,  ®05.  9lad)  bcm 
©efcö  3. 6d)ul3  bcr'2Barcnbe3cid)nungcn 
Dom  12.  9Kat  1894.  9}on  9^cg..<2^. 
3.  9leubcrg ,  9Ilitglieb  bcs  S\aiierlid)cn 
<Palcntamt5  ju  Scrlin.    9k.  360. 

QBärme.  SOeoretlfc^e^J^ijJift  II. 3:.: 
ßid)t  u.  iöörmc.  QJon  Dr.  ©ulfao 
3äger,  'Prof.  an  bcr  Scd)n.  i5od)|d)ulc 
9Bien.    9Kif  47  9lbbilbungen.    9]r.  77. 

^Oärtnehroftmaffi^inen.  !I)iet^ermo> 
dQnomifci^en  6>runMagen  der 
Qßärmchraffs  u.  ^ällemafd)inen 
Don  9J1.  QJöitingcr,  2)iploni=3ngenicur 
in  93knnl)cim.  93]it  73  giguren.  9h-.  2. 

Wärmelehre,  2ecbnifd)e,  (S^ermo* 
btfnamiU)  o.  fi.  9Boltl)cr  u.  911.  9^öf- 
finqcr,  ©ipl.  .3ng.  9«.  54gig.  9]r.242. 

Oöäfdjcrei.  3:crtn  =  Gnöunrlc  III: 
2Qäfd)erei>  'öleicf)erei.  Sorberei 
«nö  i^re  Äilfsftoffc  oon  D  .  9Bil^. 
QHaffot,  ^rofcffor  an  ber  'Preufe.  \)ö\). 
gad)fcbulc  für  Scffil  -  3nbuffric  in 
Krcfclb.    9Rlt  28  giguren.    mt.  186. 
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20affer>  ISos»  un5  feine  Q3ertoett= 
Dung  in  Gn5uffrie  un5  ®es 
tuerbe  d.  Dr.  (Srnft  2cl)er,  ©tpI.-Sng. 
in6aalfclb.   ÜKit  15  Slbbilö.  mv.2Ql. 

SDaffer  unO  SliisooTfer.  S^re  3u. 
fammcnje^ung,  53eur{eilung  u.  Unter- 
fudiung  oon  ^rof.  Dr  gmi!  Äafe[l)0jf, 
Q3Drftel)er  bcr  Ianbu)lrffd)affl.  53erjud)G. 
ftafion  i.  9Karburg  i.  Äcfjen.   <nr.473. 

Söaffcrinftanofloncn.  ©os»  Kxib 
2QafferinffoUaiionen  mit  Cgin=: 
fcf)Iu^  der  3(bortanIogen  oon 
^Picfeüor  Dr.  phil.  unb  2)r.>3ngcn. 
(S,bmvb  6d)iniü  in  Sarmftabl.  5Kil 
119  mbilbungen.    <nr.  412. 

^Bajferlurbincn*  Sic,  oon  ®ipl.-3ng. 
^.  fioll  in  Scrlin.  I :  Qlllgemeines. 
Sie  greiftra^Iturbinen.  Wdl  1 13  5lb- 
bilbungen.    ??r.  541. 

11:   Sic   Hberbruchfurbincn.     Sic 

5BafjerhraftanlQgen.  OKtt  102  ^bbiU 
bungen.    9^r.  542. 

^ZDafferoerforgung  der  Orifdyaffen 
Don  Sr.-Sng.  2lobert  QBeijraud),  pvO' 
fe{jor  an  bcr  i\gl.  !Xed)nt{d)en  «od)- 
td)iile  eiuttgarl.    TOit  85  gig.    <nr.  5. 

OBcberci.  Seelil  <  Gndnffrie  11: 
QBcbcrei,  2Dirhcrci,  "^Jofantcn» 
Itcrcrei,  ©pi^ens  u.  ©oröincn» 
fabrihafion  un5  tyiljfabriUaüon 
Dou  ^rof.  <ma|  ©ürtler,  ©e^.  Qieg.. 
^af  im  SÄönigl.  Canbcsgciocrbenmf 
äu  Serlin.    Q3]it  29  gigur.    «Hr.  185. 

ÜBe^felftrometoeuger  Don  3ng.  f\ail 
^id)elmaper,  "^^rof-  an  bcr  b.  h.  2ed)» 
ni|d)en  Äod)id)uIe  in  QBicn.  51]il  40 
giguren.    O^r.  547. 

tZBcd^feltoefen,  2)os,  d.  <Red)f5ann).  Dr. 
aiubolf  5Kott)e5  in  Ccipjig.    <nr.  103. 

^Bc^rocrfoffung,  Seuffcfje,  Don  ©el^. 
iÄriegsrat  ^arl  CSnbres,  oorfr.  ^at  im 
i^riegsminifterium  i.  Q2lünd)cn.  3k.  401. 

SDerhjeugmafc^inen  ffir  5Sol3beot'* 
beiiung,  Sic,  oon  3ng.  ^rofeffor 
Äcrm.  5Bilba  in  Srcmcn.  UKll  125 
SIbbilbungcn.    mr.  582. 

aöcrhseugmofchinen  für  SßelaKbcs 
arbelfung,  Sic,  oon  5ng.  "Prof, 
iöermann  'JBilba  in  Sremen.  I :  Sie 
tn^cd)ani5men  bcr  2Berh5eugmafd)inen. 
Sic  Sre^bänhc.  Sie  grä5mo}d)inen. 
9»U  319  Sibbilbunflcn.    Sir.  561. 


2Berh3cugmafc^inen  ffir  SSefoU- 
bcarbclfung,  Sie,  II:  Sic  ^o^r» 
unb  6d)Ieifma{d)incn.  Sic  ßobel», 
6^aping-  unb  6bbma|d)incn.  Sie 
6ägen  unb  Sd)cren.  SIntrieb  unÄ 
firaftbebarf.  SlJif  199  3lbbilbungcn. 
m.  562. 

^cflprcuben.  Qondeshunbe  5er 
^rooinj  ^efipreugcn  oon  gri% 
Sraun,  OberIet)rcr  am  S\qI  ®pm. 
nafium  in  ©roubenj.  <3Kil  16  tafeln, 
7  2cjlharlen  u.  1  lit^.  Sparte.    9Ir.  570. 

2ßeilben)erb,   Ser  unlautere,   uon 

9^cd)t5onu)a»  Dr.  QUarMn  TOaiJcr- 
mann  in  ßaniburg.  I :  ©eneralhlaufel, 
Q^ehIameau5tDüd)fe,  SIusDcrhauforncfen, 
2Ingcf{eII{enbeftcd)ung.    5lr.  339. 

II;  5lrcbiffd)äbi9ung,  girnien-  unb 

Ulamcnmifjbraud),  '33erral  oon  ©cf)einu 
niffcn,  5lu5länbcrfd)uö.    2ir.  535. 

^irbcHofe  3:ierc.  Stts  3:icrreic^VI : 
Sie  roirbeUofen  ^icte   oon  Dr. 

ßubtDig  Söl)nng,  <Piof.  bcr  3oologi€ 
an  bcr  llniDcrfitöt  ©raj.  1:  Urtier«, 
6d)iüämmc,  5]efieUiere,  Q^ippcnquatlen 
unb  5Bürmcr.    W\l  74  gig.    5lr.  439. 

II:  S^rebfe,  6pinncnfiere,  laufcnb- 

fü&er,  OTeid)fiere,  53bo5tierd)en,  5Irm- 
fiifter,  6{ad)ell)äuier  unb  QHanlclticrc. 
9Uit  97  giguren.    «Hr.  440. 

Sßirlisrei.  Sejl» «  Onöuffrlc  H: 
2Bcbcrei,  2öirhcref,  'Pofomcn» 
ficrerci,  (Spleen*  u.  @or5inen* 
fabriftafion  und  Siljfobrihafion 

Don  'Prof.  93laf  ©ürfler,  ©e^.  9^eg.. 
^al  im  fiönigl.  ßanbcsgeujerbeami 
3U  23erlln.    «mit  29  gigur.    2lr.  185. 

28irffc^ofnid)cn  CQcrbanöc,  Sie,  d. 

Dr.ßcoimüf  feimann  i.^ioftoA.  <nr.586. 

^irff(^affspf?ege.  kommunale 
^irtf^affspflcge  üon  Dr.  Sllfons 
«iefe,  OKagiftrotsßff.l.Scrlin.  ?lr.534. 

Wohnungsfrage,  Sie,  o.  Dr.C.^o^le, 
^rofeffor  ber  6faaf5U3iffenfd)aflcn  ja 
granhfurf  a,  9K.  I :  Sas  ^öo^nungs- 
ocfen  in  ber  moberncn  6tabf .  i\r.  495. 

II:   Sic  {iäbtiid)e  2Dol)nung5-  unJ> 

5Bobenpolifili.    «Hr.  496. 
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tlDoIfram  oon  6fc^en6o^.  Siavt" 
mann  o.  9(ue,^o(from  o.  6f  c^en» 
bad)  «nö  ®otffrieö  oon  Sirofe» 
bürg.  9Iu5tDal)l  aus  bem  l)öf.  Gpos 
mit  sinmerhungen  unb  QBörferbud}  oon 
Dr.  fi.  <fflarolb,  'Profeffor  am  5\önigl, 
5rlcbrid)shollea,  au  i^önigsberg  l.  'Br, 
mx.  22. 

^orferbu^  nad)  5cr  neuen  öeul« 
fcf)en  3iecf)ffc()reit>ung  Don  ür. 
ßeinrid)  i^lenj.    2lr.  200. 

—  iDeuffcf^eS)  oon  Dr.  9iic^arb  Coctoc 
In  Serlin.    5lr.  64. 

—  2:e^ntfci)es>  enftialfenb  bic  u)id)fig- 
flcn  5Ju5brüche  bes  5Kafd)inenbaue5, 
6d)iffbauc5  unb  ber  Ctlehfro[ed)nih 
Don  Crid)  Ärcbs  in  Scrlin.  I.  2cil: 
2)eut|d)-englt}d).    5]r.  395. 

11.  Seil:  (£n9lifd).5)eutfd).  «Hr. 396. 

111.  Seil:  ®euffd)=gran3öf.  <nr.453. 

IV.Seil:  granjöl.-Seuffd).  <3k.454. 

^örlfemberg.      SBürffembergifcI^e 

©cfd)lc^ic  D.  Dr.  SkqvI  OBeUcr,  «^irof. 

a.  üarlsgpmnof.  i.  6fuffgari.   5]r.  462. 

—  Qonöcshunbe  5es  ^önigreicf^s 
3Bürifemberg  Don  Dr.  S\.  fiafferi. 
^rofeffor  ber  ©cograpl)ie  an  ber 
ßonbcl5l)od)fd)uIe in S\öln.  mi  165)oü- 
bllbern  unb  1  i\arlc.    91r.  157. 

Oeidienfd^ule  oon  <profeffor  Ä.  Älm- 
mid)  in  Ulm.  93]if  18  2afeln  in 
Ion-,  garben-  unb  ©olbbruch  unb 
200  ^oU.  unb  Scrfbilbern.    9lr.  39. 

Oeicf^nen»  ® comclrif cfjcs ,  oon  ß. 
23ccher,  5lrd)i}elit  unb  Cel)rer  an  ber 
58augetDerhfd)ule  in  9Kagbeburg,  neu 
bearbeite!  oon  "prof.  3.  ^onberlinn, 
©irelifor  ber  hönigl.  Q3augeu)erh}cl)ule 
au  OTünffer.  OTit  290  giguren  unb 
23  Safeln  Im  Üejf.    <nr.  58. 

^eifungswefen,  Sas  deuffd^e,  d.  Dr. 
<Rob.  53runt)uber,  i^öln  a.  Qil).  3k.  400. 

—  3)05  moderne,  (6pft.  b.  ßeitungs- 
Ic^re)  Don  Dr.  "Sobert  33runl)uber 
in  fiöln  a.  'Rt).    9]r.  320. 


Ceifungstoefens»  SIHgemeine  ®e-  ^ 
fd)ic^fe  bc5,  Don  Dr.  Cubroig  6alo-  l 
mon  in  3ena.    9lr.  351.  ^ 

Zellenlehre    un5    SInofomie     ber 
^^an^en  vm  ^vol  Dr.  i5.  OTietje    i 
in  ßeipaig.    5Kit  79  <Jlbbilb.   <I!r.  556.     : 

Ccnfrol « "Perfpehiioe    Don    51rc^iteltl  1 

Äans  grcpbergcr,   neu  bearbeitet  oon  ' 

^Jrofefjor  5.  'öonberlinn,  Sirelitor  ber  ; 

Mgl,  53augeu)erlMci)ule  in  *fflünfter  i.  "JB.  ; 

min  132  giguren.    5]r.  57.  j 

Clntntcrorbcflen  oon  Carl  Opi^,  Ober-  j 

Iet)rcr  an  ber  ^üijcrl.  2ed)ni}d).  6d)ule  j 
in  eirafjburg  i.e.    I :  Stilgemeines, 

23alt?enlagen,  3i»iid)enbedienu.  ®eAen-  ; 

bilbungen,  l)ölacrne  guf3böbcn,  gad)-  i 

tnerhsujänbe ,    fiänge«    unb   6preng-  ; 

aerlie.     9Hit  169  i2lbbilb.     <nr.  489.  . 

II:    ®äd)er,    2ßanbbehleibungen. 

6tm5fd)alungen,  Q3Iod?=,  53ot)len>  unb 

Q3ret{eru)änbe,  ßöiinc,  2ürcn,  Jore,  ■ 

Sribünen     unb     33augerüfte.       9Kil  ] 

167  2lbbilbungen.    Üfr.  490.  i 

GioUproje^re^f,    !3)eulfc^es,    dou  ; 

<?3rofef|or  Dr.  '2Bill)eIm  S\i]di  in  6trab-  ' 

bürg  i.  d.    3  Sänbe.    31r.  428—430.  j 

Zoologie,  ®cf*id>!c  ber,  oon  'Prof. 
Dr.  «Rub.  Surdit)arbt.    91r.  357.  \ 

OfinbtDoren  oon  ©irehtor  Dr.  Sllfons 

Sujarb,    Q3orftanb     bes    etäbttfcfeen  •. 

Gtjemijc^en  Caboratoriums   in   6tutt-  i 
gart.    3]r.  109. 

Ztoongsoerfleigerung,  Sie,  nnb  die 

Ztoangsoertoalfung    oon   Dr.   g.  , 

SÄrc^fdjmar,    Oberlanbe5gerid)t5rat   In  i 

©resben.    «Hr.  523.  ■ 

OtoirnereU      SestH » Onbuffrie    I:  l 

Spinnerei    unb   ^roirnerei    oon  '■ 

^rof.  SKof  ©flrller,  ®e\).  Q^egicrungs-  ! 

rat  im  fiönigl.  ßanbesgetoerbcamt  ju  ■ 

Serlin.     OTit  39  giguren.    5k.  184.  J 


iZOcifere  3ändc  find  in  OSor^erdfnng« 


®,  3.  ®  öf  cl)en*f  ^e  TievlaQsffanblung  ®.  nt.  b»  Si*  OSerUtt  ^.  33  ttnft  Qeipjii 

6oeben  erfd)ien: 

®er  i)euffd)e  Stuöent 

^rof.  Dr.  2f)eobalb  Siegler 

(gifte  unb  3U)öItte  Oluflage 
©ebunben  5n.  3.50 

^^Icfc  „6fuben!enprcbigtcn",  roie  fie  "Poulfcn  genannt  fyxl,  \)aben  fid)  unl«  bit 
^/  ffubierenbcn  Ougenb  Diele  greunbe  crtDorbcn.  Unb  fo  toar  es  nid)f  ju  cer- 
EDunbcrn,  iio^  bas  Suc^  feit  feinem  ßrfd)einen  faft  aUjötjrlid)  eine  neue  91uflagc  er« 
lebte.  i5erau5gerDad)fen  toar  es  aus  ber  fin-de-siecle-6timmung  Dor  ber  3a^r- 
^unberttoenbe,  bie  befonbers  in  ftubentifcf)en  fireifen  bie  fterjen  ^ö^er  fct)lagen  unfc 
bas  Slut  rafd)cr  kreifen  liefe,  eben  besmcgen  aber  aud)  nad)  befonncner  gü^rung  [idj 
feinte.  Sine  fold)e  fanben  fie  ^ier.  2)en  tHuflagen  Im  neuen  Sa^r^unbert  fügte  ber 
53erfoffer  eine  *riad)trag5Dorlefung  ^inju  jur  Bberleitung  in  rul)igere  33at)ncn  unb  jur 
Crgänjung  burd)  mand)e5  in3aiifd)en  Sleugetoorbenc.  3m  hinter  1905/06  ober  ^al 
er  in  6trabburg  bie  ^orlefung  über  ben  bcutfd)en  6tubenten  nod)  einmal  gehalten 
unb  ^ier  cor  allem  bie  Vorgänge  jener  betcegten  ^t\.\,  bes  fogenannten  „ßod)fd)ul. 
flreites"  unb  bes  ilampfes  gegen  bie  Uonfeffionellen  S\orporationen  freimütig  unb 
kritifd)  befprod)en.  25er  neuen  ^luflagc  ift  bie  Q3orlefung  In  biefer  fpöferen  gaffung, 
roenigflcns  in  ber  crfteren  größeren  iöölfte,  3ugrunbe  gelegt  roorben.  ©ie  fin-de- 
sißcle-Stimmung  ift  oerfc^aunben,  bafür  finb  bie  Probleme,  bie  ixxs  Stubentenleben 
im  crften  Sabrjetint  bes  20ften  Sal)rl)unbert5  betnegt  I)aben  unb  bemegen,  in  ben 
53orbcrgrunb  gerüdit  unb  fo  bas  Sud)  burd)au5  mobcrnifiert  unb  tcieber  ganj  ahtueH 
gctDorben.  ®abei  \)al  es  eine  ntd)t  unbetröd)flid)e  enDeiterung  erfahren.  Unb  bod> 
ifl  ber  ®eift  bes  Sucres  ber  alte  geblieben,  es  ift  ber  ®eift  ber  5reit)ctt.  bie  als 
ahabemifd)e  6tubenten  unb  "Profefforen  gleid)mäfeig  am  ßerjen  liegt,  unb  ber  ®cif[ 
eines  kräftigen  rittlid)en  Sbealismus,  ber  fid)  nii^t  fürchtet,  Sünglingc  ju  toagcn, 
bamit  9Ränner  ous  i^nen  tcerben.  Unb  aud)  ber  alte  gute  S^cunb  bes  beutfcften 
etubentcn  ift  ber  Q3erfaffer  geblieben,  ber  i^n  oerfle^t,  toeil  er  i^n  liebt.  Sas  acigJ 
glei^  Don  Dornl)erein  bie  *JBibmung  bes  Sud)e5  an  bie  Strafeburger  6tubentenfc^aft 
6o  ift  es  beim  Slbgong  ßi^Slers  oon  Strafeburg  ju  einem  Q3ennäd)tni5  an  feine 
jungen  greunbc  auf  allen  beutfd)en  ßod)fd)uIen  geworben,  unb  foll  nun  auc^  In  ber 
neuen  ©eftalt  mieber  Dielen  eine  i5ilfe  roerbcn  unb  ein  ßall. 
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Soeben  erjc^ien:  ] 

eine  pfpc^ologifc^c  Hnfcrfuc^ung 

^rof.  Dr.  2f)eobal5  Stegler  l 

günfte,  burd)gefe^ene  unb  üerbejlerte  51uflage  1 

Q3rofd)iert  5R.  4.20,  gebunben  m,  5.20 

rtfls  blcjes  23ucb  cor  19  3at)ien  3um  crffen  Qllal  crid)icn,  ba  tötrhfc  bic  3;i)eodc  bcs  ] 

'^  Q3crfa{fcr5  oon   ber  'JJrioritäf  bcs  ®cfül)l5  unb  oon  bcm  Sinfliif)  besfelben  auf  ' 

oBc  ©ebie'e  bcs  geiftigen  Ccbcns,  Dor  allem  aud)  auf  Seujufjtfein  unb  Qlpperception,  | 

Iro^  bcs  5)organg5  von  ßormicj  u)ic  ein  ganj  Qleucs,  bas  als  gegen  ben  6trom  ber  ' 
oortDlegcnb  inlenehtuaIifH|d)en  ober  aud)  fd)on  Dolunfariffl|d)cn  9Uiffaf|ung  ber  "Plpdjo- 

logie  fd)tDimmenb  ujenig  ©laubige  fanb.    Slllein  es  ^at  fid)  Irolj  biejer  aniänglid)en  ' 

5ible^nung  burd)ge|c^f  unb  gehört  Ijcute  ju  ben  nieifl  gelefencn  6d)riften  über  'Pfp-  ] 

(feologlc;   bic  5lnfd)auung,   bic  es  ücrtritf,   jfei)t  längft  ntd)t  mel)r  Dcreinjelt  ba.    3"  ^ 

blefcm  fid)  2)urd)feljen  l)at  auc^  ber  6lil  unb  bic  ganjc  Haltung  bes  23ud)e5  beige-  | 

tragen,    bic   gleid)U)eit  entfernf  finb   oon    untMiiicnid)afilid)er  'Populariläi  ujic  oon  : 

trodiener  pebanfifd)er  ©elebrfamheif,    Slud)  bic  ä|tl)eliid)en,  etbifd)cn  unb  religions«  ; 

pbilojop^ifd)en  21bfc^nitfc  b^ben  il)m  oiclc  gr^unbe  erruorben.    2)ie  neue,  fünfte  ?yuf.  ^ 

läge,   bic  fd)on  naä)  oier  Sauren  iDieber  notoenbig  gemorben  ift,   i)äü  an  bcm  com  : 

QSerfaffer  ols  rid)tig  örhannfen  burd)aus  feft,  fie  jiebt  fogar  bic  ßinlcn  ba  unb  bort  '. 

nocft  fcbärfcr  unb  beflimmter ;  Insbcfonberc  finb  bic  Siapifel  über  bas  tiörperlid)c  ©e*  | 

ffibi  unb  über  bie  ©cfüblsäufjcrungen  in  biejem  6inn  unb  unter  53erüAfid)figung  ber  j 

neueren  gorfd)ii«9  ""b  ibrer  Crgebniffc  umgearbeitet  unb  cnDCiterf  roorben.    Ilbcr-  i 

l)aupt  trögt  bie  neue  9tuflagc  na^,   uias  feit  bem  Srfd)ctncn  ber  oierten  Qluflagc  jur  ; 

Cebrc  Dom  ©efflbi  tDcrfDolIes  <neuc5  jutage  gcförbert  ujorben  ift,   unb  feljt  fid)  babei  i 

gelegentltd)  oud)  polemifd)  mit  allerlei  ^llngriffcn  unb  cntgegenflct)cnben  5lnfd)aiuingcn  i 

auscinanbcr.    6o  ift  bas  Sud)  burd)aus  auf  ben  ncucflen  6taub  ber  pfpd)ologifd)en  i 

gorfcbung  gebrocbt  unb  ergönät,  unb  ift  bod)  In  feinen  ©nmbonfdjauungen  unb  in  ; 

feiner  Qlnlagc  nad)  toie  por  bas  alle  geblieben.  i 


6oebßn  erfd)icn: 

©runbrife  einer 
^I)tIofop!)te  5e5  öc^affens 

als  i\uIfurp{)iIoyDp^ic 

ffiinfü()rung  in  bie  ^f)iIoIopl)ic  als  TOetfanicfjauungsIcl)« 
QSon 

Dr.  Otto  Q3raun 

^rlDafbojenl  bcr  <?J^ilofop^lc  in  QIKniftcr  t.  2B. 

Q3rojd)iert  <ni.4.50,  gebunben  5K.5.— 

'^  b.  t>.  ^elfanfd)amm85lel)re  ifl:  flc  crl)ebf  fic^  auf  bcm  Sunbamenl  aUer  übrigen 
©iffenfd)affen  unb  fliegt  (inbuhlio)  ju  einem  2BclffaiIbc  ooraubringen,  bcffen  „OTa^r- 
^cit"  biird)  feine  perfonolc  (Jin^eitlid)helt  bebingt  ifl.  <nad)bem  bcr  Q3crfaffer  flt^ 
eine  crhenntnisf^eoreiifdje  23afi5  gefd)offcn  —  es  tolrb  ein  ^caUSbcalismus  ocr- 
treten  — ,  fud)f  er  an  ein  ©runbcrlebnis  anauhnüpfen,  bas  er  burc^  ben  Segriff 
„6d)affcn"  bc3eid)nef.  Siefcs  6cf)affen  fü^)rt  jur  entmichlung  einer  fiulturpI)ilofop^e 
—  bic  Sorben  unb  6toffc  bes  6d)offen5  roerben  unferfud)t,  unb  bann  bie  ßaupf. 
gebiete  bes  Kulturlebens  in  ben  ©runbsügcn  bargefteUt :  ^Biffenfc^aft,  fiunff,  «Religion. 
|03talc5  ßeben,  Staat,  5^ed)t,  Sitte,  et^ifi  finben  i^re  «ffiürbigung.  60  toirb  bcr 
QJcrfud)  gemad)f,  aus  bem  QBefen  bes  mobernen  ©eiftes  heraus  eine  fpftemafifc^e 
^Belfanf^auung  ju  gewinnen,  roobei  bcr  liulturimmoncnte  6fonbpunht  ausfdilag- 
gebenb  ifl,  mcnn  aucft  eine  ho5mifd)-mclop^pfifcöe  Q3ertiefung  fi(ft  als  nottoenbig  3cigt, 
bcr  Segriff  bes  6d)affen5  roirb  burc^  einen  gefcjjic^tsp^ilofop^ifdjcn  Obcrblicfe  übet 
bas  19.  Öa^r^unbert  als  nottuenbig  unb  berechtigt  crtDicfen. 
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3*  S;  ßerbarf 

©runbsüge  fetner  2ef)re 

griebrid)  granhe 

53rofcf)iert  m  1.50,  gebunben  m  2.— 

(^iefe  Sarfteüung  fud)f  in  i5erbarts  Softem  mögüd)ft  öircht  eiiiäufü^ircn,  o^ine  oon 
•^  5cn  [pälercn  gorlbtibungen  ausjuge^cn,  läfet  immer  na^  iSerbarfs  eigenen  5Bei- 
jungen  bie  prin3ipieUen  leilc  jucrfl  einjcin  eni|lct)cn  unb  barnac^  in  ben  SuJammen- 
^>ang  freien,  ben  bie  23elrad)lung  unferer  prahltfd)en  Slnliegen  Dcriangt.  Säbel  ifl 
bann  aud)  oielfad)  ©clegcnl)eil,  auf  bie  empirijci)e  2)efaiIforfd)ung  unb  i^re  pl)iIo[op^i. 
]die  Bearbeitung,  auf  bie  ftunftberoegung,  bie  jojtalen  unb  polififdien  2Iufgaben  unb 
anberes,  was  bie  ©egenroart  beroegf,  Suche  ju  roerfen. 


grieöric^  9lieöfd)e 

®tne  infellehfuale  Siograp^ie 

Dr.  6.  grieblaenber 

<8rojc^iert  m.  2.80 

Um  einen  ©enlier,  toie  5]ieöfci)C,  doII  unb  ganj  ju  Derifel)en,  ift  oor  allem  bie  Cr- 
hennfnts  bcs  TOerbegangs  feiner  3becn  notocnbig.  23ei  biefcr  f(t)tDicrlgen  iUrbcil 
ift  bas  'Sud)  oon  5rieblaenber  ein  auoerläffiger  5üt)rer  unb  QBegmelfer.  3)cnn  ber 
Untertitel  „Snfellehluale  93iograpt)ic"  bebeutet  eben  nld)t5  anberes  als  eine  ©arflellung 
ber  pbilofop^ifd)en  enttoichlung  griebrid)  <niel3fd)e5.  Q3on  bem  rid)tigen  ©runbfaö 
ausge^enb,  bafe  ber  fpätcfte  51leöfd)c  nur  aus  bem  frü^eften  DCrftanben  toerben  tiann, 
be^)anbelt  ber  ^erfaffer  nac^  einer  oricntiercnben  Einleitung  suerfl  beffcn  geniales 
erftlingsroerlt :  „3)le  ©eburt  ber  Sragöbie  aus  bem  ©elfte  ber  SRufife",  um  bann  bar- 
auf  bie  fpätercn  6(feriften  unb  beren  ®runbgcf)alt  clnjeln  au  erläutern  unb  ben 
gortfc^rltt,  ber  barin  entljalten,  feftsuftellen. 
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&,  J»  ®of  ^eit'f  ^e  ^erlags^andlung  ®.  m,  f>,  Si,  ^Berlin  OB,  35  un5  Qeipjis 


Sie  5lel(i)5Derftc^erung6orbnung 

ßanbausgabe  mit  gemelnDerjtönblic^en  C^rläuterungen 
in  Dier  Q3änbcn 

Dr.  mams  »^"         Dr.  gHenfeel 

•profcffor  Q^cgierungsrat 

Sojcnf  bcr  ijanbcls^oc^fc^ule  Scrün  Sl^ifglteb  bes  ?leld)5Dcr|icfterun95amf5 

Dr.  6d)u(3 

Q^^ierungsrat 
Snitglicb  bcs  wtci)5Derfid)enuig5amts 

Sanb  1 :  Sic  für  olle  5}crncI)cninq53tDclgc  gelfenben  Seftimmungen  bcr  ^telc^oer- 

fid)erung5orbnung  nebft  Einleitung  unb  Ginfüijrungsgcje^. 
Sanb  2:  Sic  S\ronl?cnDerficf)erung. 
Sanb  3:  ®ic  UnfQllDcrnct)ening. 
23anb  4:  Sic  Snpaliben-  unb  ßinferbliebencnoerftc^crung. 

•^Jreis:  in  oier  ßeinenbänbe  gebunben  91^.  20.— 

Scbcr  Sanb  Ift  aucft  einjcln  ju  ^aben.    ::    "ipreis  für  23anb  1  gcbunben  911.7. — ; 
Sanb  2  gcbunben  <m.  4.80;  23anb  3  gcbunben  QR.  6.— ;  Sanb  4  gcbunben  9K.  4.20. 

^erfic^erungsgef  eö  für  Slngeff  ellf  e 

ßanbausgabe  mit  ausführlichen  (Erläuterungen 
Don 

Dr.  Sllfreö  ^Kanes   unb  Dr.  ^aul  Äßnigsberger 

•Profefjor  Canbric^fer 

•preis  in  ßeinroanb  gebunben  W.  9.—. 

^ralifihum  besßiDtlproaeferec^feö 

Don 

Dr.  5Bi(i)eIm  Äifc^ 

•profefior  an  bcr  Uniocrfitöt  Slrafeburg  t.  C 

Sn  ßeinroanb  gebunben  ^.  4.80. 
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tt«g,®ofd)cn*fc^c  OSerrags^anOIung  ®.t«.b.S.3cr«n  <2B.35  und  ßelpsig  j 

—  "  .i 

(Stnfüf)rung 

in  bas 

®euffd)c  ÄolomaIrecf)f 

?}rofef|or  SS.  gbler  Don  ßoffmann 

etublenölrchfor  öcr  Slhabcmie  für  kommunale  Q3eru)altuiig  in  Süffclborf 

5n  Ceinroanb  gebunben  93^.  6.— 


rtY\cl)r  unb  mel)r  mcnbcl  fic^  bic  tDljfen|d)aff!id)e  5lrbeit  bcm  iÄoIonialredjIc  ju, 
-^4-1-  bas  fid)  aiid)  als  ©egenftanb  bcs  tDificiijcl)aftlid)cn  llnteirtd)fc3  eingebürgert 
]^l.  Cs  fehlte  aber  bisber  an  einem  ai[\  ben  Q^efuUafen  bcr  neueren  5Dr}(ftun9 
berul)enben  Cebrbud)c  bes  Seuffcben  fioloniaIred)f5.  2)05  porliegenbe  5Berh  Dcrfud)t 
es,  blejc  2ü*c  ansjnfüdcn.  Ss  roill  aber  nidjt  nur  ber  Grgänjung  bes  ahabemlfcfeen 
Unterrtcf)tes  bienen,  es  tüill  aucf)  bem  Äolonialprahtiher  ein  ^Begiuciler  bur^  bic 
Unjabl  Don  holonlalen  'Hci^isnormen  fein.  2)ie  ganje  SInlagc  bes  ^Berhes  ifl  baburd) 
beblngt,  ta^  es  fid)  um  eine  „Ginfübrung"  banbeli,  b.  b-  nld)f  um  eine  3"fan'nien- 
flellung  all  unb  Jeber  holonialredjllidjen  5lormen,  fonbem  um  eine  bognmlijd)?  23e« 
banblung  bes  toid)tigiicn  6ioffes.  2)em  Cebrjtuedie  entfpred)cnb ,  ift  jur  befferen 
Seleud)fung  unb  iöerüorbebung  ber  beuffd)en  ^ed)f5normen  bas  frembe  Äolonlalrccbl, 
insbefonbere  bas  cnglifdje,  jum  ^ergleid)e  bcrangejogen  ujorben. 

2)05  Sud)  luill  ein  rcd)f6U)lffenfd)aftlicbes  fein,  holoniaIpoIitifd)e  (Srörierungen 
»rclen  bes^alb  oöUig  jurüdi,  jebod)  ift,  roo  bles  notoenbig  ifl,  ftels  auf  bie  kolonial. 
polilifd)en  ©efid)lspun!,le  ocrmiefen  toorben,  burd)  bie  bie  ©efeljgebung  beffimml  njirb. 
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